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P R E I S T R Ä G E R

Seit ihrem ersten Auftreten in chaotischen Syste-

men vor mehr als zwei Jahrzehnten haben Lévy 

Random Walks in zahlreichen Bereichen der Physik 

zur Beschreibung anomaler Diffusion Verwendung 

gefunden. Sie sind auch geeignet, menschliche Reise-

bewegungen statistisch zu charakterisieren, die in 

Modellen zur Ausbreitung von Epidemien eine Schlüs-

selrolle spielen. Tracer in Form von Geldscheinen (Dol-

larnoten) lieferten empirische Daten, die sich mathe-

matisch mit einer bifraktionellen Diffusionsgleichung 

sehr gut modellieren lassen und wesentlich präzisere 

Vorhersagen der geographischen Ausbreitung von 

Epidemien versprechen.

P
otenzgesetze („power laws“), ausgedrückt durch 

mathematische Formeln, die zum Stoff der Schul-

mathematik gehören, spielen in vielen Bereichen 

der Physik eine Rolle. Sie beschreiben das universelle 

Verhalten am kritischen Punkt von Phasenübergän-

gen oder am Übergang von geordneter zu chaotischer 

Dynamik, man findet sie im sog. 1/f-Rauschen und in 

turbulenten Strömungen. Gemeint sind hier natürlich 

inverse Potenzgesetze insbesondere in Verbindung mit 

Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Der französische 

Mathematiker Paul Lévy (1886 – 1971) war einer der 

ersten, der die Eigenschaften solcher Wahrscheinlich-

keitsdichten von Zufallsvariablen x,

ρ(x)  �  x–(1+μ) (0  ≤  μ < 2)                                           (1) 

untersuchte. Da hier auch große Werte von x häufig 

vorkommen („heavy tails“), haben diese Verteilungen 

die Eigenschaft, dass ihre Varianz 〈x2〉 (und teilweise 

auch ihr Mittelwert 〈x〉) divergiert, wie man durch 

Integration leicht sieht. Im Unterschied zu einer 

Gauß- oder einer Exponentialverteilung, für welche 

die Varianz endlich ist und damit eine Skala auszeich-

net, zeigen sie also Fluktuationen auf allen Skalen und 

zeichnen keine Skala aus. Daher nennt man sie auch 

skalenfrei – ähnlich wie man das von Phasenübergän-

gen am kritischen Punkt sagt. Paul Lévy untersuchte 

diese Verteilungen insbesondere im Zusammenhang 

mit der allgemeinen Frage, welche Form eine Wahr-

scheinlichkeitsverteilung zweier unabhängiger Zufalls-

variablen haben muss, damit ihre Summe einer Vertei-

lung vom gleichen Typ genügt („Lévy stable laws“).

Im Jahr 1985 versuchte ich mit meinen Doktoran-

den Johannes Nierwetberg und Anton Zacherl ein 

beobachtetes 1/f-Rauschen zu erklären, das man in 

den Spannungsfluktuationen eines chaotischen Schalt-

kreises (unter Verwendung eines Josephson-Kontakts) 

gefunden hatte. Der Begriff 1/f-Rauschen bezieht sich 

auf ein Rauschspektrum, das bemerkenswerterweise 

bei kleinen Frequenzen wie 1/ω divergiert. Ich begriff 

sehr bald, dass dieses mit einer Art Random Walk 

einer Variablen x verknüpft sein musste (speziell der 

Josephson-Phase), bei welcher der „Walker“ für eine 

zufällige Zeitdauer Δt mit konstanter Geschwindig-

keit propagiert („fliegt“), für kurze Zeit eine lokale 

Bewegung ausführt und dann zufällig in eine andere 

Richtung mit gleicher Geschwindigkeit und anderer 

Zeitdauer Δt weiterfliegt (Abb. 1a). Außerdem musste 

besonders die Verteilung der zufälligen Flugzeiten 
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einem inversen Potenzgesetz genügen, um das 1/f-

Rauschen zu reproduzieren:

ψ(Δt)  �  Δt–(1 + μ) (1  ≤  μ < 2) .                                  (2) 

Die Flugweiten Δx sind proportional zu den Flug-

zeiten Δt und müssen eine Verteilung der gleichen 

Form haben. Beide Verteilungen sind also skalen-

frei. Wir entwickelten eine statistische Beschreibung 

zunächst auf der Basis eines sog. Continuous Time 

Random Walk (CTRW), die wir alsbald durch eine ver-

besserte Beschreibung ersetzten, und zeigten, dass das 

mittlere Abstandsquadrat in Abhängigkeit von dem 

Exponenten μ zeitlich anwächst wie [1]

〈x2(t)〉  �  t3 – μ   ,                                                               (3)

wobei 3 – μ > 1. Da somit das mittlere Abstandsquadrat 

schneller anwächst als linear in der Zeit (wie bei der 

normalen Diffusion der Fall), bezeichnet man dieses 

Verhalten als Superdiffusion. Die Computersimulation 

zeigte, wie das mittlere Abstandsquadrat für unter-

schiedliche Werte von μ anwächst (Abb. 1b). Ein ganz 

ähnliches CTRW-Modell haben wir kürzlich für die su-

perdiffusive Ausbreitung von Geldscheinen verwendet, 

wie weiter unten beschrieben.

Ein Jahr später wurde von Shlesinger und Klafter für 

diese Prozesse der Begriff „Lévy Walks“ vorgeschlagen. 

Im Unterschied dazu wird der Begriff „Lévy Flights“ 

(nicht ganz unmissverständlich) verwendet für Pro-

zesse, bei denen die Schrittweiten zwar auch einem 

inversen Potenzgesetz genügen, bei denen jedoch die 

einzelnen Schritte aus instantanen Sprüngen bestehen.#)

Abbildung 2b zeigt eine Trajektorie in zwei Dimen-

sionen, die sowohl einem Lévy Walk als auch einem 

Lévy Flight entsprechen kann (je nachdem, ob die lan-

gen Schritte in endlicher Zeit oder instantan ablaufen). 

Im Vergleich zu einem gewöhnlichen Random Walk 

(Abb. 2a), bei dem die einzelnen Sprünge eine charakte-

ristische Längenskala auszeichnen, illustriert Abb. 2b das 

Konzept der Skalenfreiheit. Es kommen Schrittweiten 

auf allen Längenskalen, häufig auch auf großen Skalen 

vor. Das Modell des Lévy Walks ist sehr viel physika-

lischer als das des Lévy Flights (das wegen der instan-

tanen Sprünge über beliebig große Entfernungen allein 

schon die spezielle Relativitätstheorie verletzt) und 

hat dadurch in kurzer Zeit zahlreiche  Anwendungen 

gefunden. 

Sehr anschaulich begreifbar wurde das Phänomen 

in einer Arbeit [2], in der die Flugbewegung von 

Albatrossen bei der Nahrungssuche analysiert wurde. 

Die Albatrosse führen dabei sukzessive Flüge mit kons-

tanter Geschwindigkeit aus, deren zufällige Zeitdauern 

Gl. (2) zu genügen schienen. Auch hier wurden diese 

eigentlichen Lévy Walks als Lévy Flights bezeichnet. 

Leider haben jedoch neuere empirische Daten diese 

Schlussfolgerung für die Nahrungssuche der Alba-

trosse nicht bestätigt, da die Verteilung der Zeitdauern 

die Gl. (2) letztendlich doch nicht erfüllte.

Das anomale Diffusionsverhalten nach Gl. (3) wird 

ermöglicht durch eine Verletzung des zentralen Grenz-

wertsatzes. Dieser garantiert unter recht allgemeinen 

Voraussetzungen (symmetrische Verteilung w(Δx) der 

individuellen Schrittweiten Δx mit endlicher Varianz 

〈Δx2〉), dass die Summe der einzelnen Schritte, d. h. 

der Abstand vom Ausgangspunkt, asymptotisch ei-

ner Gauß schen Normalverteilung folgt. Deren Breite 

wächst wie die Quadratwurzel der Schrittzahl N (bzw. 

der Zeit), d. h. normal diffusiv an. Dagegen hat ein 

inverses Potenzgesetz, das bei Lévy Walks nach Gl. (1) 

auch für die Flugweitenverteilung gelten muss,

w(Δx)  �  Δx –(1+μ) ,                                                     (4) 

wie erwähnt keine endliche Varianz und verletzt somit 

die Voraussetzungen des zentralen Grenzwertsatzes. 

Nach Lévy und Khintschin gilt jedoch eine Verallge-

meinerung des zentralen Grenzwertsatzes, wonach die 

mit N 1/μ skalierte Summe der Schritte asymptotisch 

#) Die Unterscheidung 

in Lévy Walks für flug-

artige Bewegungen und 

Lévy Flights für instan-

tane Sprünge hat natür-

lich zu Missverständnis-

sen geführt, und viele 

Physiker verwenden den 

Begriff Lévy Flights in-

zwischen undifferenziert 

auch für Lévy Walks.
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Abb. 1 Bei einem Lévy Random Walk, 

wie er zuerst im Zusammenhang mit 

chaotischen Schaltkreisen, die einen 

Josephson-Kontakt enthielten, formu-

liert worden war [1], „fliegt“ der Walker 

für zufällige Zeitdauern Δt mit kons-

tanter Geschwindigkeit in verschie-

denen Richtungen, dazwischen führt er 

kurzfristig lokale Bewegungen aus (a). 

Die Länge der Flugstrecke ist durch die 

Flugzeit Δt bestimmt. Die Wahrschein-

lichkeitsverteilung der Flugzeiten (und 

damit auch der Flugweiten) folgt einem 

inversen Potenzgesetz (Gl. (2)) für große 

Argumente. Computersimulation eines 

Lévy Walks für verschiedene Werte des 

Exponenten μ (b): Die durchgezogenen 

Linien zeigen die theoretische Vorher-

sage für das superdiffusive Anwachsen 

des mittleren Abstandsquadrats: 〈x2〉  �  
t2 für μ  ≤  1 und 〈x2〉  �  t3–μ für 1 ≤ μ < 2. Für 

μ > 2 verläuft die Diffusion normal, 

〈x2〉  �  t [1]. n
a
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einer ähnlichen „Heavy Tail“-Verteilung folgt wie die 

Verteilung einzelner Schrittweiten. Dies ermöglicht in 

den erwähnten Fällen das superdiffusive Anwachsen 

des mittleren Abstandsquadrats [3].

Lévy Walks und Lévy Flights sind seither in zahl-

reichen physikalischen Systemen beobachtet und theo-

retisch beschrieben worden. Ihre tiefere Ursache, d. h. 

die Ursache der Heavy Tails in der Verteilung der ein-

zelnen Flüge oder Sprünge nach Gleichungen (2) und 

(4), ließ sich jedoch nicht in allen Fällen erklären. In 

dissipativen chaotischen Systemen können Lévy Walks 

im Zusammenhang mit marginal stabilen Fixpunkten 

und Intermittenz in Erscheinung treten [1]. In chao-

tischen Hamilton-Systemen treten sie sogar als gene-

risches Phänomen in ausgedehnten Systemen auf, wie 

zuerst am Beispiel eines konservativen Teilchens im pe-

riodischen Potential, dem klassischen Analogon eines 

Elektrons im periodischen Kristallpotential, gezeigt 

wurde [4]. Physikalisch sind solche Lévy Walks u. a. 

in Halbleiter-Nanostrukturen zu Tage getreten, wo sie 

die experimentelle Beobachtung eines negativen Hall-

Effekts in Antidot-Gittern erklären konnten [5]. Die 

Untersuchung von Heavy Tails in chaotischen Hamil-

ton-Systemen ist noch heute ein aktuelles Forschungs-

thema, das nach wie vor offene Fragen, z. B. zur Rolle 

der Universalität, bietet [6]. Lévy Walks und Flights fan-

den sich auch bei der Teilchendispersion in turbulenten 

Strömungen [7], in der Dynamik von Ionen in optischen 

Gittern [8], in langfristigen Klimaschwankungen [9] und 

in den Schwankungen von Aktienkursen [10].

Reisen, Geldscheine und Epidemien

Eine ganz neue Anwendung erfuhren Lévy Flights 

kürzlich in der Modellierung der raumzeitlichen 

Dynamik von Epidemien. Viele Infektionskrankheiten, 

die von Mensch zu Mensch übertragen werden, breiten 

sich durch die Reisetätigkeit aus. Die Modellierung der 

raumzeitlichen Dynamik verlangt daher eine möglichst 

gute Beschreibung der Statistik menschlichen Reisens. 

Es gibt Standardmodelle wie die sog. SIR-, SI- oder 

Gauß-Verteilung Lévy-Verteilung
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Abb. 3 Das SIR-Modell, ein einfaches 

epidemiologisches Modell in Form einer 

Reaktions-Diffusionsgleichung, zeigt In-

fektionsfronten, die sich ringformig mit 

konstanter Geschwindigkeit ausbreiten 

(a). In einer superdiffusiven Variante kön-

nen sich spontan neue Infektionsherde 

in größerer Entfernung von einem pri-

mären Herd bilden. (b). Dies zeigt sich 

auch in der Simulation eines superdiffu-

siven SI-Modells mit einer realistischen 

Populationsdichte der USA (d) im Unter-

schied zur diffusiven Variante (c).

Abb. 2 Die Schrittweiten eines gewöhn-

lichen Random Walks in zwei Dimensi-

onen zeichnen eine Längenskala aus (a). 

Trajektorie, die sowohl einen Lévy Walk 

(Sprünge in endlicher Zeit) als auch ei-

nen Lévy Flight (instantane Sprünge) re-

präsentieren kann (b). Hier zeichnen die 

Flugweiten (bzw. Sprunglängen) keine 

Skala aus, sie sind skalenfrei. Im Unter-

schied zu einer Gauß-Verteilung kom-

men in einer Lévy-Verteilung auch große 

Längenskalen häufig vor (c).

a                               b

c       d
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SIS-Modelle, die aus Reaktions-Diffusionsgleichungen 

bestehen, in denen die Populationsdynamik zwischen 

gesunden (S), infizierten (I) und genesenen (R) Popu-

lationen mit einer diffusionsartigen Ausbreitung ver-

knüpft ist. Sie erzeugen typischerweise raumzeitliche 

Muster, in denen sich eine Infektionsfront mit kons-

tanter Geschwindigkeit ausbreitet (Abb. 3a). Damit las-

sen sich tatsächlich historische Epidemien wie die Pest 

im 14. Jahrhundert, deren Ausbreitung aus historischen 

Aufzeichnungen bekannt ist, beschreiben.

Diesen Modellen liegt die Annahme zu Grunde, 

dass Krankheitserreger zufällig von Mensch zu Mensch 

weitergegeben und durch die Reisetätigkeit dabei wie in 

einem Random Walk transportiert werden. Im Mittelal-

ter gab es nur wenige Transportmittel, und die Strecke, 

die ein Reisender pro Tag zurücklegen konnte, betrug 

meist nur wenige Kilometer. Heutzutage können wir 

auf dem Luftweg in wenigen Tagen an jeden Ort der 

Erde gelangen, und es erscheint nicht gerechtfertigt, 

 dies als Diffusionsprozess zu modellieren. Insbesondere 

findet unsere Fortbewegung auf vielen Skalen statt, als 

Fußgänger, Radfahrer, Autofahrer oder im Flugverkehr, 

und es ist somit keine Skala ausgezeichnet. Wir haben 

uns daher gefragt, ob Lévy Flights geeignet sind, die 

Fortbewegungsstatistik besser zu modellieren, und 

haben ein superdiffusives SIR-Modell vorgeschlagen, 

das anstelle von wandernden Infektionsfronten eine 

eher explosionsartige und selbstähnliche Ausbreitung 

zeigt (Abb. 3b). Auf Basis einer realistischen Populations-

dichte der USA lassen sich im Rahmen eines einfachen 

SI-Modells eine diffusive mit einer superdiffusiven 

räumlichen Dynamik vergleichen (Abb. 3c+d).

Es stellte sich natürlich die Frage, ob es eine Mög-

lichkeit gibt, empirisch zu überprüfen, wie realistisch 

die Verwendung von Lévy Flights im Zusammenhang 

mit diesen Transportvorgängen ist. Da die verschie-

densten Verkehrsmittel eine Rolle spielen, erscheint 

die Verwendung eines Tracers ähnlich wie in physika-

lischen Systemen sinnvoll. Um die menschliche Reise-

statistik zu ergründen, haben wir die Bewegung von 

Geldscheinen verfolgt, die von Menschen transportiert 

werden [13]. Dazu konnten wir glücklicherweise die 

Daten eines Internetspiels verwenden, bei dem Ame-

rikaner jahrelang um die Wette ihre Dollarscheine 

(inzwischen mehr als 170 Millionen) anhand der Seri-

ennummer registriert haben − vermutlich nicht mit ei-

ner wissenschaftlichen Motivation.+) Das Interesse da-

ran mag ähnlich wie bei einer Flaschenpost mit Rück-

Abb. 4 Das Histogramm der Schrittwei-

ten von Dollarscheinen (siehe Abb. auf 

S. 51) zeigt Lévy-Statistik in Form eines 

inversen Potenzgesetzes, Gl. (4) mit μ = β 

= 0,6 (a). Die Verweilwahrscheinlichkeit 

eines Geldscheins an einem Ort zerfällt 

langsamer als erwartet (b). Die Häufig-

keitsverteilung p(|x|,t) der Entfernungen 

|x| vom Ausgangsort zur Zeit t zeigt bei 

geeigneter Achsenskalierung einen 

 Datenkollaps für verschiedene Zeitinter-

valle (farblich kodiert) und bestätigt das 

vom Modell vorhergesagte Skalen-

verhalten. [13]

F R A K T I O N E L L E  A B L E I T U N G E N

Seit einiger Zeit verwendet man frakti-

onelle Ableitungen [11] zur Beschrei-

bung von Lévy Walks und Flights: Ähn-

lich wie die normale Diffusionsglei-

chung das makroskopische Verhalten 

von normalen Random Walks be-

schreibt, dient die fraktionelle Diffusi-

onsgleichung

∂/∂t p(x,t)  =  Dμ Δμ/2 p(x,t)                             (i)

der Beschreibung von Lévy Flights auf 

makroskopischen Skalen [12]. Dabei 

steht p(x,t) für die Wahrscheinlichkeits-

dichte, den Walker zum Zeitpunkt t 

am Ort x zu finden. Der fraktionelle 

 Laplace-Operator 

Δμ/2p(x,t)  =  ∫ dy (p(y,t) – p(x,t))  1 ______ 
|x–y|1+μ   .  (ii)

ist kein gewöhnlicher Differentialope-

rator, sondern lässt sich als Integral-

operator darstellen (hier im eindimen-

sionalen Fall).

Dieser Operator sieht zwar mathema-

tisch komplizierter aus als die üblichen 

Differentialoperatoren, hat jedoch eine 

einfache anschauliche Bedeutung. Zu-

sammengenommen sind Gleichungen 

(i) und (ii) nichts anderes als eine 

Mastergleichung, d. h. eine Bilanzglei-

chung für Wahrscheinlichkeiten: Die 

zeitliche Veränderung der Wahrschein-

lichkeit am Ort x ergibt sich aus einem 

Zustrom von anderen Orten y mit 

der Übergangswahrscheinlichkeit 

w(x – y)  =  |x – y|–(1+μ) (Gl. (4)) und einem 

Abfluss vom Ort x nach anderen Orten y 

mit der gleichen Übergangswahr-

scheinlichkeit.

Mithilfe der fraktionellen Differential-

operatoren lassen sich anomale Diffu-

sionsprozesse in kompakter Form be-

schreiben; auch äußere Felder lassen 

sich dabei leicht berücksichtigen.

Wir haben beispielsweise eine frak-

tionelle Fokker-Planck-Gleichung 

hergeleitet, die es u. a. ermöglicht, 

topologische Superdiffusion von Tran-

skriptionsfaktoren auf der gefalteten 

DNA zu beschreiben, die durch Sprün-

ge zu räumlich nahen aber entlang der 

DNA entfernten Positionen zustande 

kommt [14]. Sie ist auch geeignet, sak-

kadische Augenbewegungen beim 

Menschen zu modellieren, in denen 

wir eine Lévy-Statistik (mit μ  =  0,73) 

fanden.

+) Mehr Informationen 

dazu finden sich auf 

www.wheresgeorge.com
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postkarte sein. Die Spieler registrierten jeweils Ort und 

Zeitpunkt, an dem sie den Geldschein erhielten, so hat-

ten wir ursprünglich mehr als 400 000 Trajektorien zur 

Verfügung. Allerdings kann ein Geldschein zwischen 

zwei Meldungen typischerweise mehrfach ausgetauscht 

worden und auf Reisen gegangen sein. Wir haben da-

her in einem ersten Schritt nur diejenigen Geldscheine 

berücksichtigt (immerhin mehr als 20 000), die inner-

halb von drei Tagen zweimal gemeldet worden waren 

(siehe Abbildung auf S. 51). So erhielten wir das Histo-

gramm der Schrittweiten von Dollarscheinen analog 

zu Gl. (4) (Abb. 4a). Man erkennt ein inverses Potenzge-

setz mit einem Exponenten β  =  0,6 (der unabhängig 

von der Größe der Städte ist) über einen Bereich von 

zweieinhalb Größenordnungen. Es zeigt, dass die Ver-

teilung der Sprungweiten in diesem Bereich tatsächlich 

skalenfrei ist ähnlich wie bei einem Lévy Flight.

Eine Analyse weiterer statistischer Größen ergab 

allerdings ein komplizierteres Bild. Bevor ein Geld-

schein auf Reisen geht, wird er mit einer bestimmten 

Wahrscheinlichkeit am gleichen Ort ausgetauscht. Die 

Wahrscheinlichkeit für eine erneute Meldung am glei-

chen Ort zerfällt als Funktion der Zeit gleichfalls nach 

einem inversen Potenzgesetz mit α ≈  0,6 (Abb. 4b) − al-

lerdings erheblich langsamer als für einen Lévy Flight 

zu erwarten und auch langsamer als bei gewöhnlicher 

Diffusion. Dies ist also ein subdiffusiver Trend, der den 

superdiffusiven Lévy Flights entgegenwirkt. Um dieses 

ambivalente Verhalten zu modellieren, haben wir eine 

mathematische Beschreibung im Rahmen eines Conti-

nuous Time Random Walk (CTRW) entwickelt, die an-

schaulich in Abb. 5 dargestellt ist. Wir nehmen an, dass 

ein Geldschein zufällige Sprünge über Entfernungen 

Δx ausführt und dazwischen für eine Wartezeit Δt am 

Ort verweilt. Für beide nehmen wir skalenfreie Vertei-

lungen an w(Δx)  �  |Δx| –(2+β) und φ(Δt)  �  Δt –(1+α) mit 

zunächst noch unbestimmten Exponenten 0  ≤  α < 1 

und 0  ≤  β < 2 . Diese Beschreibung ist ganz ähnlich zur 

folgenden genäherten Beschreibung eines Lévy Walks, 

die wir schon 1984 bei einem ersten Modellierungs-

versuch verwendet hatten (vgl. Abb. 1a). Man kann dort 

nämlich die Flugepisoden mit konstanter Geschwin-

digkeit näherungsweise ersetzen durch ein Verweilen 

am Ort für die gesamte Flugzeit Δt gefolgt von einem 

t

x
w (Δx) ~ |Δx|–(2 + β) 

Δx

Δt

φ (Δt) ~ |Δt|–(1 + α) 

instantanen Sprung über die gesamte Strecke |Δx|  �  
Δt. Im Falle der Geldscheine sind allerdings die Ver-

teilungen von Δx und Δt nicht miteinander verknüpft, 

sondern statis tisch unabhängig.

Die Durchführung dieser Theorie führt zu zwei 

Vorhersagen [13]: Zum einen ist die zeitliche Entwick-

lung der Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t), dass sich 

ein Geldschein zu Zeit t am Ort x befindet, durch eine 

bifraktionelle Diffusionsgleichung gegeben, in der 

fraktionelle Ableitungen (Infokasten) sowohl nach dem 

Ort als auch nach der Zeit auftreten:

  ∂
α

 ___ 
∂tα   p(x,t)  =  Dα,β   

∂β

 ____ 
∂ |x|β  

 p(x,t) .                                     (5)

Zum anderen sagt die Theorie ein Skalenverhalten für 

die Lösung p(x, t) voraus

p(|x|, t)  =    1 __ 
tα/β   Lα,β(  

|x|
 ___ 

tα/β  ) ,                                                (6) 

wobei Lα,β(|x|/tα/β) eine universelle Skalenfunktion ist, 

die nur von dem Verhältnis |x|/tα/β abhängt, und zur 

Vereinfachung für die Verteilung des Abstands |x| die 

gleiche Bezeichnung p(|x|, t) verwendet wurde. Ob 

diese Vorhersage zutrifft, lässt sich mit einem unab-

hängigen Datensatz verifizieren. In Abb. 4a, die den 

Exponenten β zu 0,6 festlegt, wurde nur ein reduzierter 

Datensatz mit den kurzzeitigen Trajektorien (über 1 

bis 3 Tage) verwendet. In ähnlicher Weise kann der 

Wert des Exponenten α aus Abb. 4b zu 0,6 bestimmt 

werden. Da p(|x|, t) nur die Häufigkeit beschreibt, dass 

ein Geldschein sich zum Zeitpunkt t im Abstand |x| 

befindet, kann der volle Datensatz auch über lange 

Zeit intervalle zur Verifizierung verwendet werden. 

Dabei ist es unerheblich, ob der Schein über mehrere 

nicht gemeldete Sprünge dort angekommen ist. Durch 

die geeignete Skalierung von Abszisse und Ordinate 

in Abb. 4c zeigt der sog. Datenkollaps für verschiedene 

Zeit intervalle, dass die Vorhersage, Gl. (6), empirisch 

recht gut erfüllt ist. Die schwarze durchgezogene 

Linie entspricht der analytischen Berechnung von 

Lα,β(|x|/tα/β) und kann die empirischen Ergebnisse sehr 

gut beschreiben. Dies ist umso erstaunlicher, wenn 

man bedenkt, dass das Modell nur die drei Parameter 

α, β und Dα,β zur Verfügung hat, um ein sehr kom-

plexes Reiseverhalten zu beschreiben, das die ver-

schiedensten Transportmittel über ganz verschiedene 

räumliche Skalen beinhaltet. In Anbetracht des ambi-

valenten super-/subdiffusiven Prozesses stellte sich 

schließlich die Frage, ob das superdiffusive oder das 

subdiffusive Verhalten überwiegt. Die Antwort liefert 

Gl. (6). Das mittlere Abstandsquadrat divergiert wie 

〈x2(t)〉 � t2α/β, was wegen α  =  β eine superdiffusive Aus-

breitung wie 〈x2(t)〉 � t2 („ballistisch“) bedeutet.

Sowohl dieses Modell als auch die empirischen Da-

ten versprechen wesentlich präzisere Vorhersagen zur 

geographischen Ausbreitung von Epidemien. Aus den 

empirischen Daten lässt sich direkt auf die Intensität 

des Reiseverkehrs zwischen zwei verschiedenen Orten 

in den USA schließen. Die bifraktionelle Diffusions-

gleichung mit ihren universellen Exponenten erlaubt 

es, den Reiseverkehr auch in solchen Ländern zu mo-

dellieren, in denen empirische Daten nicht vorliegen. 

Abb. 5 In einem Modell zur Ausbreitung der Banknoten wird 

angenommen, dass ein Geldschein zwischen zufälligen Sprün-

gen über Strecken Δx für zufällige Wartezeiten Δt am Ort ver-

weilt, beide verteilt nach inversen Potenzgesetzen. 
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Ehemalige Mitglieder unserer Arbeitsgruppe haben 

kürzlich in den USA die empirischen Daten in der Tat 

erfolgreich nutzen können, um dort den Verlauf der 

Schweinegrippe vorherzusagen.

               *
Ich danke allen früheren Mitarbeitern, die an diesen 

Arbeiten beteiligt waren, insbesondere Dirk Brock-

mann und Lars Hufnagel, für die im letzten Teil behan-

delten Arbeiten zur Anwendung in epidemiologischen 

Modellen und zur Tracerdiffusion von Geldscheinen.
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