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Bohrs Comeback

Dank moderner Erweiterungen eignet sich Bohrs Atommodell doch fiir Mehrelektronensysteme.
Dudley R. Herschbach, Marlan O. Scully und Anatoly A. Svidzinsky

Die alte Quantentheorie, wie sie Niels Bohr 1913 vorge-
stellt hat, versagt schon bei der Anwendung auf Syste-
me mit wenigen Elektronen. Doch ist das wirklich so?
Ungeachtet dieser gangigen Meinung stellte sich ein
Jahrhundert spater heraus, dass Bohrs Modell - mit
geringfiligigen Erweiterungen - liberraschend genau
die Potentialkurven des Wasserstoffmolekiils sowie
von anderen Molekiilen vorhersagen kann. Dariiber
hinaus bietet es einen aufschlussreichen Einblick in
die Struktur von Atomen mit mehreren Elektronen.

er berithmte Physiker Lew Landau wurde ein-

mal gefragt, ob er ein Genie sei. Er soll darauf

geantwortet haben: ,,Nein, ich bin sehr talentiert.
,Genie' ist fiir Leute wie Bohr und Einstein reserviert.“
Wie Landau zu diesem Urteil kam, lasst schon ein kur-
zer Blick auf die Skizzen von Molekiilstrukturen (Abb. 1)
erahnen, die Bohr bereits ein Jahr vor dem Erscheinen
seiner gefeierten Trilogie von Artikeln ,,Uber die Kon-
stitution von Atomen und Molekiilen® [1] angefertigt
hatte. Diese Darstellung entstammt einem kurzen
Brief vom Juli 1912 an Ernest Rutherford, der auch
als ,Manchester-Memorandum® bekannt ist [2]. Bohr
iibermittelte darin seine Anmerkungen zur Struktur
und Stabilitit von Molekiilen, um die Rutherford ihn
gebeten hatte [3]. In diesen Skizzen erleben wir Bohr in
Bestform: Anhand des Planetenmodells unternahm er
es, die Bindung in verschiedenen Molekiilen auf sehr
ansprechende und intuitive Weise zu erldutern. Insbe-
sondere erkennen wir dort das Bohrsche Modell eines
Wasserstoffmolekiils, in dem zwei Kerne durch einen
festen Abstand getrennt sind und sich die beiden Elek-
tronen auf Kreisbahnen um die Molekiilachse bewegen.

Ungeachtet der {iberraschenden Genauigkeit der

Beschreibung eines Atoms mit einem Elektron erwie-
sen sich jedoch Versuche, Bohrs Modell auf das H,-
Molekiil oder noch grofiere Systeme anzuwenden, als
unbefriedigend [4, 5]. Allerdings sind nur geringfiigige
Erweiterungen notig, damit das Bohrsche Modell fiir
die Potentialkurven von H, und anderen Molekiilen
erstaunlich genaue Ergebnisse liefert und eine neue
Perspektive auf den Aufbau von Atomen mit mehreren
Elektronen bietet [6-9]. Daher entbehrt es nicht einer
gewissen Ironie, dass Bohrs Bild der Molekiile sich
nie durchsetzten konnte, denn es ist physikalisch an-
sprechend und aufschlussreich, wie wir im Folgenden
zeigen mochten.
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Abb.1 Niels Bohr skizzierte im Juli 1912
seine Vorstellung von Molekdlstrukturen

Ausgangspunkt sei das Bohrsche Modell eines
Wasserstoffmolekiils, in dem zwei Atomkerne mit den
Ladungen Z|e| durch einen festen Abstand R getrennt
sind und zwei Elektronen mit Masse m sich im Raum
dazwischen bewegen (Abb.2). Das Modell geht davon
aus, dass sich beide Elektronen mit konstanter Ge-
schwindigkeit auf kreisformigen Bahnen mit gleichen
Radien bewegen. Die Kreismittelpunkte liegen auf der
Molekiilachse, die Distanz zwischen den Elektronen
bleibt konstant. Schreiben wir nun die Energiefunk-
tion E = T +V, wobei sich die kinetische Energie
T = pi/2m + p3/2m der Elektronen 1 und 2 anhand der

= Niels Bohr ging bei der Anwendung seines Atommodells
auf das H,-Molekil von einer symmetrischen Anordnung
von Elektronen und Protonen aus, die jedoch das falsche
Bindungspotential liefert.

= Mit asymmetrischen Konfigurationen ergibt sich jedoch
auch im Bohr-Modell auf einfache Weise eine Gberra-
schend genaue Potentialkurve des H,-Molekiils.

= Mit dem aus der Quantenchromodynamik bekannten
,Dimensional Scaling” lasst sich die Energiefunktion
des Bohrschen Modelles aus der quantenmechanischen
Schrédinger-Gleichung gewinnen.

® |[m Rahmen dieser Erweiterung leistet das Bohr-Modell
eine ebenso einfache wir aufschlussreiche Beschrei-
bung von Mehrelektronensystemen.
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Quantisierungsbedingung fiir den Drehimpuls [ = nh
ermitteln ldsst, so erhalten wir T = p*/2m = n’h*/2mp>.
Alle Entfernungen werden dabei in Bohrschen Radien
ao = */m &* angegeben. €’/a, dient als Energieeinheit
(atomare Einheiten).

Die potentielle Energie V der Coulomb-Wechsel-
wirkung ist gegeben durch

2
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wobei r,; (i = 1, 2) und r; die Entfernungen des i-ten
Elektrons von den Atomkernen A bzw. B bezeichnet
(Abb. 2 unten) und ry; die Entfernung zwischen den
Elektronen. Gemaf! dem Bohr-Modell ergibt sich fiir
die Energie eines homonuklearen Molekiils mit der
Ladung Z (hier betrachten wir den Fall n = 1) als Funk-
tion der Elektronenkoordinaten
E:%(p—1%+é)+v. ©)
Bei festem Kernabstand R entsprechen die moglichen
Elektronen-Konfigurationen den Extrema von E. Die
Extremwertgleichungen 0E/dp; = 0, 0E/dz; = 0 sind
dquivalent zur Anwendung des zweiten Newtonschen
Gesetzes auf die Bewegung des jeweiligen Elektrons.
Bohrs urspriingliche Darstellung des H,-Molekiils
ist symmetrisch, wie Abb.1zeigt. Tatsdchlich schreibt
Bohr an Rutherford: ,The model proposed for H,
seems to be the only possible equilibrium figuration
of 2 kerns and 2 electrons (looking apart from two
separate atoms), in which the kerns are at rest” [3]. Eine

2

Abb.2  Zylindrische Koordinaten (oben) und Elektronen-
abstande (unten) im H,-Molekil: Die Atomkerne Z haben ei-
nen festen Abstand R voneinander. Die beiden Elektronen
rotieren mit konstanter Geschwindigkeit auf kreisférmigen
Bahnen um die Molekiilachse z mit den Koordinaten p,, z; bzw.
P2, 22 (p1= p2 = p; z1 = £z, = 2). Der Elektronenabstand ist kon-
stant. Der Winkel ¢ zwischen den Ebenen (py, ;) und (o2, )
bleibt konstant und ist entweder ¢ = m oder ¢ = 0.
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solche symmetrische Anordnung entspricht einem

der Extrema von GL. (2). Doch dieses symmetrische
Bild funktioniert nicht mehr, wenn wir beginnen, die
Protonen voneinander zu entfernen, bis schliefSlich
Protonen und Elektronen frei sind. Fiir grofle R ergibt
sich das falsche Bindungspotential. Jedes realistische
Modell muss zeigen, dass die Potentialenergiefunktion
des Grundzustandes zur Dissoziationsenergie von

H +H fihrt. Daher erkldrte Arnold Sommerfeld, Bohrs
Darstellung sei zwar interessant, aber nicht korrekt [5]
und schrieb 1923: ,,[N]och bis vor Kurzem ... neigten
wir dazu, es zu akzeptieren®. Und etwas spiter zog er
das Fazit: ,Das wahre Modell des H,-Molekiils ist noch
immer unbekannt. Es wird wohl kaum so symmetrisch

aufgebaut sein wie das von Bohr vorgeschlagene Mo-
dell“ [5].

Vom symmetrischen zum asymmetrischen Modell

Tatséachlich lasst das Bohrsche Modell durchaus auch
andere Konfigurationen zu als die von Bohr betrach-
tete symmetrische [6, 7] (Abb. 3, oben). Fiir drei solcher
Konfigurationen haben wir die Energie E in Abhén-
gigkeit vom Kernabstand R dargestellt (Abb. 3, unten),
zusammen mit den ,exakten® Ergebnissen, die sich
aus aufwindigen wellenmechanischen Variations-
rechnungen fiir den Singulett-Grundzustand 'Y} und
den niedrigsten Triplett-Zustand Y} ergeben. (Im
gesamten Artikel wurden die Werte fiir die ,,exakten”
Energien aus einer Kombination von theoretischen

nach [8]
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Abb.3  Energie E(R) des H,-Molekdils fir drei verschiedene Elek-
tronen-Konfigurationen (oben) als Funktion der Kernabstands
R, berechnet innerhalb des Bohrschen Modells (durchgehende
Linie), sowie der ,exakten” Energie"” des Grundzustands 'y§ und
des ersten angeregten Zustands *3} (Punkte). Bemerkenswert
ist die Ahnlichkeit zwischen der symmetrischen Anordnung (1)
und Bohrs Darstellung des H,-Molekdils (Abb. 1). Die gestrichelte
Linie ergibt sich aus dem erweiterten Bohr-Modell. Konfigura-
tion (2) entspricht der Situation in Abb. 2 mit ¢ = 71. Energien sind
in atomaren Einheiten, d. h. Ta.u. =27,21eV
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Abb.4 Energie E = E(R) des HeH-Molekdils fuir die dargestellte
Elektronenanordnung, berechnet fiir n,=n,=n; =1, Z&f = 1,954
innerhalb des Bohrschen Modells (durchgezogene Linie) und
der ,exakten” Energie des Grundzustands (Punkte).

und experimentellen Quellen verwendet.)” Die An-
ordnungen, bei denen die Elektronen zwischen den
Protonen auf gegeniiberliegenden Seiten der Kernachse
liegen (1 und 2), entsprechen den Singulett-Zustdnden,
wihrend die Losung, bei der die Elektronen auflerhalb
der Protonen und auf derselben Seite der Achse liegen
(3), mit dem Triplett-Zustand korrespondiert.

Bei kleinen Kernabstidnden passt die urspriinglich
von Bohr betrachtete symmetrische Konfiguration gut
zur ,exakten“ quantenmechanischen Grundzustands-
energie. Bei grof3erem R steigt die Energie dieser Kon-
figuration jedoch weit tiber die des Grundzustandes
hinaus an. Das fithrt schlief3lich zur Dissoziation in
den doppelionisierten Grenzfall, 2H" +2e™. Im Ge-
gensatz dazu tritt die Losung fiir die asymmetrische
Konfiguration 2 nur fiir R > 1,20 auf, wihrend sie im
Grenzfall von grofiem R zu zwei H-Atomen dissoziiert.
Dies liefert eine ziemlich gute Beschreibung der Poten-
tialkurve des Grundzustandes E(R) (Kurve 2 in Abb. 3),
sowohl bei groflem als auch bei kleinem internuklearen
Abstand R, im Gegensatz zu Bohrs Ergebnis (Kurve 1
in Abb. 3). Dies ist besonders bemerkenswert, da die Lo-
sung das Ergebnis ganz elementarer Berechnungen ist,
und nicht von komplizierten Differentialgleichungen,
wie man sie fiir die wellenmechanische Behandlung
des Molekiils verwendet. Die asymmetrische Losung
3 existiert fiir alle R und korrespondiert durchgehend
mit der AbstofSung zwischen zwei H-Atomen. Fiir sol-
che Elektronen-Anordnungen ist die elektrostatische
Wechselwirkungs-Energie zwischen zwei H-Atomen
positiv, was zu keiner Bindung fithrt. Man kann sich
H-Atome als elektrische Dipole vorstellen, die sich bei
der Ausrichtung 3 gegenseitig abstoflen.

Das stark vereinfachende Bohrsche Modell liefert
erstaunlich genaue Energien fiir den Singulett-Grund-
zustand, bei grofien wie kleinen Kernabstidnden, sowie
fiir den Triplett-Zustand iiber die ganze Bandbreite
von R. Dariiber hinaus sagt das Modell eine Bindung
des Grundzustandes mit einem Gleichgewichtsab-
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1) Die theoretischen
Analysen sind typischer-
weise Computerberech-

stand Rl = 1,10 voraus, und liefert fiir die Bindungs-
energie Eg = 0,100 a. u. = 2,72 eV. Die Heitler-London-
Niherung, die man aus einer zweiwertigen Variati-
onsfunktion erhdlt, ergibt Rg = 1,51 and Eg = 3,14 eV
[11], wihrend die ,,exakten Ergebnisse Rg = 1,401 and
Eg = 4,745 eV lauten [10].

Fiir den Triplett-Zustand liefert das Bohrsche
Modell, wie Abb.3 zeigt, eine bemerkenswert gute
Ubereinstimmung mit der ,.exakten Potentialkurve
und ist tatsdchlich viel besser als das Ergebnis von
Heitler-London (welches z. B. bei R = 2 bei 30 % liegt).
Somit beeindruckt das Bohrsche Modell nicht nur
durch Einfachheit, sondern auch durch Genauigkeit.

nungen; mehr dazu sie-
he z. B. Ref. [10], die
einen guten Uberblick
iber die moderne
Molekiiltheorie bietet.

In hohere Dimensionen ... und wieder zuriick

Das Problem lésst sich aber auch aus dem Blickwinkel
einer Methode betrachten, die sich als Hilfsmittel in
der statistischen Mechanik oder der Quantenchromo-
dynamik [12] bewdhrt hat, das ,Dimensional Scaling®
Allgemein versteht man darunter die analytische
Losung eines Problems in einer ,unphysikalischen®
Dimension D # 3 und die anschlieffende Anwendung
der Storungstheorie, um eine Naherungslosung fir
D=3 zu erhalten.

Verallgemeinert man die Schrédinger-Gleichung
auf D Dimensionen und reskaliert die Koordinaten [13],
dann ergibt sich im Grenzfall D — <o die Energiefunk-
tion des Bohrschen Modells aus der Quantenmechanik
[6]. Insbesondere erscheint der Zentrifugalterm ganz

DIMENSIONAL SCALING BEIM H-ATOM

Fur das Wasserstoffatom lautet die Schrodinger-Gleichung
in Kugelkoordinaten (wir verwenden atomare Einheiten)

Die Transformation der D-Skalierung lasst sich durch-
flhren, indem der Laplace-Operator in D Dimensionen
geschrieben wird:

Dadurch wird die Wellenfunktion folgendermaRen trans-
formiert zu

Y= r—(D—l)/z 1))

und die Koordinaten und Energie umskaliert zu

,(Q:E __4
r—->— r,E—> E E.
Damit erhalt man in skalierten Variablen die folgende
Gleichung fiir den Grundzustand

2 @ 1(-3)1 1)4_
“Ooirar 2oy ) P=EQ

Im Grenzfall D — « verschwindet der Ableitungsterm,
und diese Gleichung liefert die Energiefunktion des
Bohrschen Modells

__1_1
E_Zr2 re
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Abb.5 Die typische tetraedrische Elektronenanordnung des
Kohlenstoffatoms ergibt sich aus dem Bohrschen Modell durch
Minimierung von Gl. (4). Die Abstdnde sind in Einheiten des
Bohrschen Radius angegeben.

natiirlich selbst fiir Zustinde ohne Drehimpuls. Kor-
rekturen in 1/D liefern ein einfaches und niitzliches
Mittel, um sich mehr und mehr der exakten Losung
von Schrodingers Vielteilchengleichung in D = 3 Di-
mensionen anzundhern. Bei dieser Vorgehensweise
zeigt sich erstaunlicherweise, dass sich das Bohrsche
Modell im Grenzfall der grofien Dimensionen aus der
Quantenmechanik ableiten lasst [6]. Fiir das einfache
Beispiel des H-Atoms liefert die D-Skalierung im
Grenzfall D — < die Energiefunktion des Bohrschen
Modells (Infokasten):

E=

(©)

[\
ol
= =

In Verbindung mit der D-Skalierung erweist sich
das Bohr-Modell auch als niitzlich, um komplexere
Molekiile zu beschreiben. Dabei betrachtet man Elek-
tronen als Punktteilchen an festen Positionen, die sich
durch Optimierung einer algebraischen Energiefunk-
tion ermitteln lassen. Fiir N Elektronen beschrinkt
sich das Modell darauf, Anordnungen zu finden, die
Energie-Extrema liefern

N

1 nj
E o + V(ry, 2, .. .oIn R). (4)

2 i=1 i

Hier bezeichnet n; die Hauptquantenzahl des i-ten
Elektrons.

Als Beispiel betrachten wir das Potential des
Grundzustands des Molekiils HeH. Um das Paulische
AusschliefSungsprinzip zu berticksichtigen, kann man
eine Vorschrift nutzen, die darauf basiert, die Elek-
tronenniveaus nach und nach aufzufiillen. Im Falle
von HeH konnen die drei Elektronen nicht alle das
gleiche niedrigste Niveau von HeH"" besetzen. Daher
entspricht fiir die Anordnung mit n; = n, = n; die
wahre Grundzustandsenergie einem Sattelpunkt, und
nicht einem globalen Minimum. Eine solche Konfi-
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guration ist Ausgangspunkt fiir die Berechnung der
Potentialkurve von HeH. Um die korrekte Dissoziati-
onsgrenze zu erhalten, setzen wir fiir Helium als effek-
tive Ladung Zift = 1,954 an. Die Ergebnisse im Rahmen
des Bohrschen Modells stimmen bemerkenswert gut
tiberein mit den ,exakten™ Werten aus aufwéndigen

wellenmechanischen Variationsrechnungen (Abb. 4).

Komplexere Molekiile

Mit der simplen Erweiterung des Bohrschen Modells
lasst sich die Potentialkurve des Grundzustandes von
H, entscheidend verbessern (siehe gestrichelte Linie in
Abb.3) [8]. Wenn zwei H-Atome einen grofien Abstand
haben, sieht ein Elektron de facto nur den nichstgele-
genen Kern. Somit liefert die Quantisierung des Dreh-
impulses des Elektrons in Bezug auf den naheren Kern
(atomare Quantisierung) eine genauere Beschreibung
als die Quantisierung in Bezug auf die Molekiilachse
gemaf Gleichung (2). Das Bohr-Modell sagt fiir den
Fall mit nur einem Zentrum (also das H-Atom) die
Energie akkurat vorher. Diese Beschreibung lasst sich
durch eine einfache quantenmechanische Bedingung
fiir jeden beliebigen Kernabstand erweitern [8]. Dabei
zeigt sich, dass atomare Quantisierung erstaunlich
prézise ist bei der Beschreibung chemischer Bindung.
Sogar fiir kompliziertere Molekiile kénnte solch eine
Beschreibung korrekt sein, da in erster Linie die
Elektronen der dufleren Schale zur Entstehung der
Bindung beitragen. Wie wir gezeigt haben, erhalt
man durch das erweiterte Bohrsche Modell korrekte
Potentialkurven fiir beispielsweise Hs, Hs, LiH, BeH,
He,, Li, und Be, [7-9].

Dariiber hinaus liefert das Bohrsche Modell phy-
sikalisch ansprechende Bilder von Mehrelektronen-
atomen. Ein Beispiel ist die Elektronenanordnung von
Kohlenstoff, wie sie sich im Bohrschen Modell durch
Minimierung der Energiefunktion (4) ergibt (Abb. 5).
Ein eindrucksvoller Aspekt dieses Beispiels: Allein
durch diese Minimierung lasst sich vorhersagen, dass
sich in der Schale n = 2 die Valenzelektronen fiir C te-
traedrisch verteilen. Diese Anordnung entspricht dem
sp>-Modus der Hybridisierung der Unterschalen s und
p. Gingige Betrachtungen der Hybridisierung mittels
Quantenmechanik miissen spezielle Naherungen ver-
wenden, um diese kanonischen Moden zu erhalten.
Diese erscheinen faszinierenderweise ohne Weiteres
im Bohrschen Modell. Ein anderes bemerkenswertes
Ergebnis ist, dass das Bohrsche Modell fiir das Kohlen-
stoffatom die Energie des Grundzustandes von —-37,81
a.u. vorhersagt — das weicht nur 0,08 % vom genauen
quantenmechanischen Resultat (-37,84 a.u.) ab!

Ungeachtet des Erfolgs der modernen Computer-
chemie gibt es einen Bedarf dafiir, Elektronenstruk-
turen auf relativ einfache und intuitive Weise zu
verstehen. Wir haben gezeigt, wie das altehrwiirdige
Bohrsche Modell mit geringfiigigen Erweiterungen
erstaunlich genaue Potentialkurven von Molekiilen
liefern kann und dartiber hinaus eine ansprechende
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Beschreibung von Mehrelektronenatomen ermdg-
licht. Wichtiger noch: Auf diese Weise bietet es ein
klares physikalisches Bild prototypischer chemischer
Bindungen, welches mit dem durch Wellenmechanik

hervorgebrachten Bild vereinbar, und dabei wesentlich DIE AUTOREN

aufschlussreicher und mathematisch einfacher ist.
*

Wir méchten uns herzlich fiir die Unterstiitzung durch
die National Science Foundation (Grant PHY-1241032)
und die Robert A. Welch Foundation (Award A-1261)
bedanken.”
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