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Ü B E R B L I C K

Ultrakalte Quantengase haben sich längst als ideale 
Modellsysteme etabliert, um Quanten eigenschaften 
verschiedenster komplexer Systeme, beispielsweise 
aus der Festkörperphysik, zu charakterisieren. Ganz 
analog lassen sich relativistische und nichtrelativis-
tische Phänomene in Graphen und Fullerenen mit 
Hilfe von Mikrowellen billards modellieren.

F lache Mikrowellenresonatoren dienen allgemein 
dem Studium von quanten- und wellendyna-
mischem Chaos in Billards. Unter einem klas-

sischen Billard versteht man ein begrenztes Gebiet, 
in dem sich ein punktförmiges Teilchen frei bewegt 
und an dessen Rändern es spiegelreflektiert wird. Die 
Schrödinger-Gleichung für ein Teilchen, das sich in 
einem Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden von 
der Form des Billards frei bewegt, beschreibt das ent-
sprechende Quantenbillard. In diesen Experimenten 
wird generell die formale Analogie ausgenutzt, die 
zwischen der Schrödinger-Gleichung für Quanten-
billards und der skalaren Helmholtz-Gleichung für 
flache Mikrowellenresonatoren einer Höhe d besteht 
[2]. Die Mikrowellenresonatoren werden hierbei nur 
mit Frequenzen unterhalb einer maximalen Frequenz 
fmax < c/2d − hier ist c die Lichtgeschwindigheit − an-
geregt. Deshalb sind sie auch als Mikrowellenbillards 
bekannt. 

In den ersten Experimenten auf diesem Gebiet wur-
den universelle Eigenschaften der Fluktuationen der 
Energieeigenwerte von Quantenbillards untersucht [3]. 
Da die verwendeten Billards bei Raumtemperatur nur 
Resonatorgüten von Q ≈ 103 hatten, ließen sich keine 
vollständigen Sequenzen von Energieeigenwerten 
bestimmen. Dies ist jedoch unerlässlich für eine 
aus sagekräftige Untersuchung der spektralen Eigen-
schaften eines Quantensystems, welche gemäß den 
Vorhersagen des Quantenchaos Informationen über 
die Chaotizität des korrespondierenden klassischen 
Billards liefern. Die Situation änderte sich grund legend 
mit dem erstmaligen Einsatz von supraleitenden 
Mikro wellenbillards, in denen die Resonatorgüten bis 
zu Q ≈ 107 betrugen. Sie erlaubten es, vollständige Se-
quenzen von hunderten und tausenden von Resonanz-
frequenzen respektive Eigenwerten zu messen [4]. 

In der Tat hat sich im Jahr 1991 am Institut für Kern-
physik der TU Darmstadt − basierend auf den Erfah-
rungen mit supraleitenden Hochfrequenzresonatoren, 

die aus der Inbetriebnahme des supraleitenden Darm-
städter Elektronenlinearbeschleunigers S-DALINAC 
für kernphysikalische Experimente resultierten − das 
Studium von quanten- und wellendynamischem Chaos 
als eigenes Arbeitsgebiet neben der Kernphysik entwi-
ckelt.

Die hohe spektrale Auflösung erlaubte es in der 
Folge zeit, universelle Eigenschaften verschiedener 
Quantensysteme mit einer bisher unerreichten Prä-
zision zu studieren. Es ist hier nicht der Platz, um auf 
die zahlreichen Experimente zum Quantenchaos in 
geschlossenen und offenen Systemen und zur Ver-
bindung von Quantenchaos und der Theorie von 
Compoundkernreaktionen [5] einzugehen, für welche 
höchste Präzision erforderlich war [6]. Sie war auch 
unerlässlich für die im Folgenden aufgeführten Expe-
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in Billards.

� Grundlage dieser Experimente ist die formale Analogie 
zwischen der Schrödinger-Gleichung für Quantenbil-
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� Experimente mit Mikrowellenresonatoren erlaubten es, 
die universellen spektralen Eigenschaften von Graphen 
im gesamten Energiebereich des Leitungs- und Valenz-
bandes präzise zu untersuchen.

� Bei Untersuchungen des Fullerenbillards in Form eines 
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rimente mit supraleitenden Mikrowellenresonatoren, 
in denen spektrale Eigenschaften von Graphen- und 
Fullerenstrukturen untersucht worden sind. 

Eine Lage Kohlenstoff

Graphen ist eine flache Monolage von Kohlenstoff-
atomen, die ein zweidimensionales hexagonales 
(honig wabenförmiges) Gitter bilden. In den letzten 
Jahren hat es aufgrund seiner besonderen elektro-
nischen Eigenschaften experimentell und theoretisch 
großes Interesse hervorgerufen [7 − 10]. Das hexagonale 
Gitter von Graphen wird dabei von zwei unabhängi-
gen Dreiecksgittern gebildet, deren Basisvektoren sich 
nicht ineinander überführen lassen (Abb. 1a). Das elek-
tronische Energiespektrum von Graphen besitzt auf-
grund dieser Eigenschaft eine besondere Bandstruktur 
(Abb. 1b). An den Ecken der zugehörigen Brillouin-Zone 
(Abb. 1c), den unabhängigen Dirac-Punkten K+ und K–, 
auch K-Punkte genannt, berühren sich Leitungs- und 
Valenzband. Sie sind dort konisch geformt, sodass die 

Dispersionsrelation f(q�) � vF q nahezu linear im Ab-
stand q = |q�| vom Dirac-Punkt ist, wobei vF die Fermi-
Geschwindigkeit ist. In diesem Nieder energiebereich 
um die K±-Punkte werden elektronische Anregungen 
durch den Dirac-Hamilton-Operator masseloser 
Fermionen mit Spin 1/2, H± = ± vF σα qα, beschrieben. 
Die Pauli-Matrizen σα mit α = x, y wirken auf die zwei 
Komponenten der Anregungen in den Untergittern. 
Diese bilden zweidimensionale Spinoren, die auch als 
Quasi-Spin bekannt sind. Die Beiträge der Hamilton-
Operatoren H± führen zu einer vierkomponentigen Di-
rac-Gleichung für Graphen [9]. Obwohl sich die Elek-
tronen nur mit einem 300stel der Licht geschwindigkeit 
bewegen, zeigt Graphen um die Dirac-Punkte relativis-
tische Phänomene.

Die außergewöhnlichen Eigenschaften der Band-
struktur von Graphen sowie die daraus resultierenden 
relativistischen Phänomene rühren ausschließlich von 
der Honigwabenstruktur her. Für die bahnbrechenden 
Arbeiten zu realem Graphen erhielten Andre Geim 
und Konstantin Novoselov im Jahr 2010 den Nobel-
preis für Physik [10]. Unmittelbar danach gelang es mit 
Hilfe zweidimensionaler Elektronengase, spezieller 
Molekülkonfigurationen, ultrakalter Atome [12 − 14] 
und auch photonischer Kristalle [15 − 19], künstliches 
Graphen herzustellen. Im Englischen wird dieses gele-
gentlich als „artificial Graphene“ oder „artificial Fulle-
rene“ bezeichnet. 

Modelliertes Graphen

Wir stellen künstliches Graphen aus flachen, supra-
leitenden Mikrowellenresonatoren her. Diese Expe-
rimente ermöglichten es erstmals, die universellen 
spektralen Eigen schaften von Graphen im gesamten 
Energiebereich des Leitungs- und Valenzbandes prä-
zise zu untersuchen. Dafür konstruieren wir Dirac-
Billards [20, 21], d. h. Mikrowellenbillards, die aus einer 
Boden- und einer Deckelplatte aus Messing bestehen. 
Aus der Bodenplatte wird der photonische Kristall 
herausgefräst, der sich aus hunderten Metallzylindern 

Abb. 2 Fotografien zweier verschiedener 
Dirac-Billards in der Form eines Recht-
ecks (a) und in der (stilisierten) Form des 

afrikanischen Kontinents (Afrika-Billard, 
b). Die Hohlräume zwischen den Metall-
zylindern (schwarze Punkte) des photo-

nischen Kris talls bilden für das Dirac- 
und das Afrika-Billard ein graphen artiges 
Gitter.
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Abb. 1 Graphen besitzt eine hexagonale 
Gitterstruktur (a). Die beiden dreieckför-
migen Untergitter sind durch rote bzw. 
blaue Gitterpunkte markiert. Für die 
Konstruktion von Fulleren wird aus 
flachem Graphen entlang der gestrichel-
ten Linien ein π/3-Segment ausgeschnit-
ten. Die berechnete Bandstruktur f(q)
zeigt die elektronischen Anregungen als 

Funktion der Komponenten des Quasi-
impulses q (b). Die Dichteverteilung der 
Bandstrukturfunktion f in der Ebene wird 
von den Quasiimpulskomponenten qx 
und qy aufgespannt (c). Linien gleicher 
Frequenz sind schwarz. Der Γ-Punkt 
kennzeichnet das Maximum (Minimum) 
des Leitungs- (Valenz-)bands, die M-
Punkte sind Sattelpunkte.
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zusammensetzt, die in der Form eines Dreiecksgitters 
periodisch angeordnet sind. Beide Platten werden 
verbleit und entlang des Randes und der Zylinder fest 
verschraubt, um einen perfekten elektrischen Kontakt 
zu erzielen. Die Höhe der Zylinder beträgt h = 3 mm, 
sodass bis zu einer maximalen Frequenz von 50 GHz 
der elektrische Feldvektor im Resonator senkrecht 
zwischen Boden und Deckel schwingt. Damit lassen 
sich aus dessen Resonanzfrequenzen die Eigenwerte 
des korrespondierenden zweidimensionalen Quanten-
billards, in dem Wellen an kreisförmigen Streuern und 
den Wänden des Billards spiegelreflektiert werden, 
bestimmen. Die Intensitätsverteilung des elektrischen 
Feldes ist in den Hohlräumen zwischen den dreieck-
förmig angeordneten Metallzylindern, die eine Gra-
phenstruktur bilden, lokalisiert. 

Experimente wurden mit rechteckförmigen Dirac-
Billards und einem Billard von der stilisierten Form 
des afrikanischen Kontinents durchgeführt (Abb. 2). Die 
klassische Dynamik eines Rechteckbillards unterschei-
det sich von der eines Afrika-Billards durch die Anzahl 
der Konstanten der Bewegung. Während in ersterem 
neben der Energie auch die Beträge der Impulskompo-
nenten erhalten sind und damit die klassische Dyna-
mik integrabel ist, ist sie in letzterem chaotisch.

Um die Resonanzspektren in Reflexion oder Trans-
mission zu messen, werden Antennen durch Bohr-
löcher in der Deckelplatte in den Resonator eingeführt, 
über die mit einem Netzwerkanalysator Mikrowellen 
ein- und wieder ausgekoppelt werden. Dabei wird 
das Verhältnis von ausgekoppelter Leistung Paus,2 an 
der Antenne 2 zu eingekoppelter Leistung Pein,1 an der 
Antenne 1 gemessen: Paus,2/Pein,1 = |S21|2. Daraus ergibt 
sich der Betrag des Streumatrixelements S21. Die Phase 
von S21 leitet sich aus der relativen Phase zwischen Aus-
gangs- und Eingangssignal ab. 

Das Transmissionsspektrum eines Dirac-Billards 
mit 888 Zylindern, die einen Radius von 3 mm und 
einen Abstand von 4 mm zueinander haben, zeigt zwi-
schen 19,5 und 30,5 GHz insgesamt 1651 Resonanzen 
(Abb. 3a) [11]. Deren Positionen ergeben die Energie-
eigenwerte des entsprechenden Quantenbillards. Wenn 
bei einer Resonanzfrequenz die elektrische Feldstärke 
am Ort einer der Antennen verschwindet, fehlt die 
zugehörige Resonanz im Spektrum. Daher erfolgen 
die Messungen von Transmissionsspektren mit mehre-
ren Antennen − in diesem Experiment waren es fünf. 
Dadurch und aufgrund der hohen Resonatorgüten 
Q > 4 · 105 bei einer Temperatur von T =  4,2 K − der 
verbleite Resonator wird bei einer Sprungtemperatur 
von Tc  =  7,2 K supraleitend − ist es möglich, alle Reso-
nanzfrequenzen unterhalb von fmax zu bestimmen.

Resonanzen, Zustandsdichte und Bandstruktur

Auf beiden Seiten begrenzen Stoppbänder, in denen 
sich keine Wellen ausbreiten können, das Transmissi-
onsspektrum des Rechteckbillards (Abb. 3a). In der Nähe 
des niedrigsten Dirac-Punkts bei f  =  23,36 GHz zeigen 

sich ungewöhnlich wenige Resonanzen (Abb. 3b). Ein 
weiterer Dirac-Punkt liegt bei f  =  41,11 GHz [22].

Die experimentell aus der Dichte der Resonanzen 
ermittelte Zustandsdichte ρ(f) wird mit einer Lorentz-
Funktion geglättet und mit der Bandstrukturfunktion 
f(q) verglichen (Abb. 4). Diese wurde für Quasiim-
pulse q� entlang des ΓMKΓ-Pfads innerhalb der ersten 
Bril louin-Zone (Abb. 1c und Inset in Abb. 4) berechnet. 
Hierbei kennzeichnet Γ den Mittelpunkt der Bril louin-
Zone, bei dem das jeweilige Band abschließt (Band-
kante), M einen der Sattelpunkte, an denen die Grup-
pengeschwindigkeit, |� �f(q�)| = 0, verschwindet, und 
K einen der beiden Dirac-Punkte auf den Ecken der 
Bril louin-Zone, der dem Sattelpunkt am nächsten liegt. 
Der Vergleich zeigt Folgendes: 
� Die Positionen der experimentell beobachteten 
Stoppbänder stimmen sehr gut mit denen der Band-
lücken in der Bandstruktur überein. 
� Die beiden breiten Minima in der experimentell 
ermittelten Zustandsdichte korrespondieren mit den 
Dirac-Punkten in der Bandstruktur, an denen sich 
zwei Bänder berühren [21]. 
� Zwei sehr spitze Maxima begrenzen jeweils die 
Minima in der Zustandsdichte. Die Maxima gehen 
im thermodynamischen Limes in die logarithmisch 
divergenten van Hove-Singularitäten [23] über, deren 
Frequenzen denen der Sattelpunkte M in den Bändern 
unterhalb und oberhalb des Dirac-Punkts entsprechen. 
Van Hove-Singularitäten existieren in jedem zwei-
dimensionalen Kristall mit periodischer Struktur [23]. 

Abb. 3 Zwischen 20 und 30 GHz ließen 
sich alle existierenden Resonanzen im 
Transmissionsspektrum des supraleiten-
den rechteckförmigen Dirac-Billards auf-
lösen und insgesamt 1651 Eigenfre-
quenzen bestimmen (a). Zwei Stoppbän-

der, in denen keine Wellenausbreitung 
möglich ist, begrenzen das Spektrum. 
Im Frequenzbereich um den Dirac-Punkt 
ist die Zahl der Resonanzen ungewöhn-
lich gering (b).

a

b

Frequenz in GHz

| S
ba

 (f
 ) |

2   in
 dB

| S
ba

 (f
 ) |

2   in
 dB

20 22 24 26 28 30

–80

–60

–40

–20 Stopp-
band

Dirac- 
Frequenz

Stopp-
band

–80

–60

–40

23 23,4 23,6 23,8 2423,2

Dirac- 
Frequenz

au
s 

[1
1]



Ü B E R B L I C K

32 Physik Journal 15 (2016) Nr. 12 © 2016 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim

Allgemein besitzt die Zustandsdichte Maxima in Be-
reichen der Anregungsfrequenz, in denen sich der Ver-
lauf eines Bandes als Funktion des Quasiimpulses nicht 
oder kaum ändert, d. h. in Bereichen niedriger Grup-
pengeschwindigkeit  |� �f(q�)| � 0. So entspricht das 
außergewöhnlich hohe Maximum der Zustandsdichte 
oberhalb der ersten Bandlücke einem flachen Band.

Phasenübergänge und Fluktuationen

Graphen hat in der Umgebung der K-Punkte eine 
kegelförmige Bandstruktur, und die Isofrequenz-
linien sind Kreise, die sich mit wachsendem Abstand 
zu K in leicht deformierte Dreiecke wandeln (Abb. 1c). 
Die Isofrequenzlinien der Sattelpunkte M begren-
zen diesen relativistischen Bereich. In der Mitte der 
Brillouin-Zone, d. h. am Γ-Punkt, hat das Leitungs-
band ein Maximum, das Valenzband ein Minimum. 
In seiner Umgebung sind die Isofrequenzlinien Kreise, 
und die Bandstruktur ist parabolisch gekrümmt. In 
diesem Bereich wird das Dirac-Billard nicht durch 
die Dirac-Gleichung, sondern durch die nichtrela-
tivistische Schrödinger-Gleichung beschrieben. Die 
Bandstruktur ist also in einen relativistischen Dirac-
Bereich mit einer linearen Dispersionsrelation und 
einen nichtrelativistischen Schrödinger-Bereich mit 
einer quadratischen Dispersionsrelation unterteilt. Der 
topologische Phasenübergang zwischen diesen beiden 
Bereichen findet an den M-Punkten statt.

Bei diesem Phasenübergang handelt es sich um 
einen Lifshitz-Übergang [24]. Ein solcher Übergang 
wurde erst kürzlich in zwei verschiedenen For-
men von künstlichem Graphen [12, 13] und in einem 
Mikrowellen experiment bei Raumtemperatur [17] 
studiert. Im Unterschied zu diesen Experimenten sind 
hier nicht Wechselwirkungen die Ursache, sondern 
der Phasen übergang spiegelt allein die Änderung 
in der Topologie der Fermi-Flächen in der entspre-
chenden Bandstruktur wider. Charakteristisch für 
einen Lifshitz-Übergang ist das Skalenverhalten der 
Höhe der Maxima ρmax in der Zustandsdichte mit 
der Anzahl Nc von Hexagonen der Graphenfläche, 
ρmax  � aNc[ln Nc + b]. Die hohe Auflösung, die dank 
supraleitenden Dirac-Billards zu erreichen ist, er-
möglichte es, dieses Skalenverhalten erstmals experi-
mentell zu bestätigen und die Parameter a und b zu 

Abb. 5 Abstandsverteilung nächster 
Nachbarn in den Resonanzspektren (a). 
Die Frequenzabstände zwischen be-
nachbarten Resonanzen sind auf einen 
mittleren Abstand 1 reskaliert worden. 
Die experimentelle Verteilung für das 
Rechteck-Billard (Histogramm) wird 
durch eine Poisson-Verteilung (rote Kur-

ve) beschrieben, wie für Systeme mit 
klassischer integrabler Dynamik zu er-
warten ist. Im Gegensatz dazu stimmt 
die Verteilung beim chaotischen Afrika-
Billard (gestricheltes Histogramm) mit 
derjenigen der Eigenwerte von Zufalls-
matrizen aus dem Gaußschen Orthogo-
nalen Ensemble überein (schwarze 

Kurve). Auch die langreichweitigen 
Korre lationen der reskalierten Reso nanz-
  frequenzen − die Dyson-Mehta-Statistik 
Δ3 – bestätigten dieses Verhalten für bei-
de Billards (Rauten für ers teres und 
Kreise füre letzteres, b).
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Abb. 4 Experimentell ermittelte Zu-
standsdichte (linker Teil der Abbildung) 
im Rechteck-Billard als Funktion der Fre-
quenz im Vergleich mit der berechneten 
Bandstruktur eines unendlich ausge-
dehnten photonischen Kristalls mit der-
selben Gitterkonstante (rechter Teil). Die 

Lage der Dirac-Punkte und der Stopp-
bänder bzw. Bandlücken wird durch die 
Rechnung ebenso bestätigt wie die Fre-
quenz der van Hove-Singularitäten und 
der anderen Maxima an den Sattelpunk-
ten und in Bereichen flacher Bänder.
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atomen entstehen größere Fullerenmoleküle wie C240, 
C540 und C720 durch Hinzufügen von Hexagonen. Wie 
in flachem Graphen werden im thermodynamischen 
Grenzfall Nc → ∞, wobei Nc der Anzahl der Hexagone 
entspricht, die Niederenergieanregungen im Spek-
trum durch eine vierkomponentige Dirac-Gleichung 
beschrieben [27]. Die Struktur des Dirac-Hamilton-
Operators für Fulleren, 

Hl
D = vF σα eμ

α (qμ – iQμ – iAl
μ) mit l = 1, 2, 

unterscheidet sich aber aufgrund der sphärischen 
Form vom Dirac-Operator für ebenes Graphen: 
� Die Einheitsvektoren eμ

α definieren die Tangential-
fläche auf der Kugeloberfläche. 
� Das fiktive Vektorpotential Qμ resultiert aus der Ver-
formung von Graphen zu einem Konus und der damit 
verbundenen Deformation der Brillouin-Zone. 
� Al

μ sind die Komponenten eines − nach der Trans-
formation des vierkomponentigen Dirac-Operators 
in die beiden unabhängigen Operatoren H l

D − nicht-
Abelschen Eichfelds A�. Dieses produziert durch jedes 
Pentagon einen magnetischen Fluss, der einem fiktiven 
magnetischen Monopol im Mittelpunkt des Fulleren-
moleküls zuzuordnen ist. Sie rühren von der Mischung 
der beiden Untergitter her.

Tests eines Theorems

Die Dirac-Operatoren H l
D, welche die Niederenergie-

anregungen in Fulleren beschreiben, sind elliptische 
Operatoren, die auf einer kompakten Oberfläche defi-
niert sind. Für sie gilt ein auf dem sog. Atiyah-Singer-

bestimmen. Letzterer hängt von der Diskretisierung 
des Frequenzbereichs um die van Hove-Maxima ab, 
der für die Bestimmung der Zustandsdichte benutzt 
wurde. Der Parameter a dagegen liegt immer zwischen 
0,145 und 0,155 und entspricht damit etwa dem theore-
tischen Wert 3/2π2, unabhängig von Nc. Die Zustands-
dichte endlich ausgedehnter Systeme zeigt an den van 
Hove-Singularitäten damit ein universelles Verhalten. 
Bei realem Graphen ist ein derartiges Skalenverhalten 
nicht zu beobachten, da exzitonische Wechselwir-
kungen an den van Hove-Singularitäten die Zustands-
dichte verbreitern und verschieben.

Abschließend sei angemerkt, dass sich die spek-
tralen Eigenschaften der beiden Dirac-Billards im 
Schrödinger- und im Dirac-Bereich ähneln. Insge-
samt wurden 1651 bzw. 1823 Resonanzen in den ersten 
beiden Bändern der Dirac-Billards gemessen. Die 
Abstandsverteilungen P(s) nächster Nachbarn dieser 
Resonanzen und die spektralen Korrelationen über 
mehrere mittlere Resonanzabstände hinweg wurden 
genauer analysiert. Ein Beispiel für spektrale Korre-
lationen ist die Dyson-Mehta-Statistik Δ3(L), welche 
die mittlere quadratische Abweichung der integrierten 
Zustandsdichte von einer Geraden in einem Intervall 
der Länge L beschreibt und damit ein Maß für die Stei-
figkeit eines Spektrums liefert. Beim Rechteck-Billard 
lassen sich Abstandsverteilung und Dyson-Mehta-
Statistik, wie für klassisch integrable Systeme erwartet, 
sehr gut mit einer Poisson-Verteilung beschreiben 
(Abb. 5). Für das Afrika-Billard mit klassisch chaotischer 
Dynamik dagegen stimmen beide Größen mit denen 
der Eigenwerte der Matrizen des sog. Gaußschen Or-
thogonalen Ensembles (GOE) überein. Dabei handelt 
es sich um ein Ensemble von reell-symmetrischen 
Matrizen, deren Elemente Gauß-verteilt sind. Im spek-
tralen Bereich um die van Hove-Singularitäten sind die 
üblichen statistischen Maße nicht länger anwendbar. 
Wir haben aber kürzlich gezeigt, dass die Verteilung 
dimensionsloser Quotienten von Resonanzabständen 
hier ein geeignetes Maß ist [25].

Eine Sphäre aus Kohlenstoff

Fullerene sind hohle, geschlossene Moleküle aus 
Kohlenstoffatomen. Das kleinste und bekannteste 
stabile Fulleren ist C60 und wurde 1985 entdeckt [26]. 
Fullerene lassen sich aus einer flachen Graphenschicht 
konstruieren. Dafür wird ausgehend vom Zentrum 
eines Hexagons entlang der Mitte zwischen zwei Koh-
lenstoffatomen (in Abb. 1a durch gestrichelte Linien 
angedeutet) ein π/3-Segment herausgeschnitten und 
die verbleibende Schicht an den Schnittkanten wieder 
zusammengefügt. Dies führt zu Bindungen zwischen 
Kohlenstoffatomen desselben Dreieckgitters und damit 
zu einer Mischung der beiden Untergitter. Die Gra-
phenschicht verformt sich zu einem Konus mit einem 
Pentagon an seinem Apex. Um ein sphärisches Fulle-
renmolekül zu erhalten, sind zwölf Pentagone nötig. 
Ausgehend vom C60-Molekül mit 60 Kohlenstoff-

Abb. 6 Im rechten Teil des verbleiten Fullerenbillards sind drei-
eckige und rechteckige Metallplättchen zu erkennen, die als 
Deckel für die 60 kreisförmigen und die 90 rechteckigen Kavi-
täten dienen. Auf zwei Deckeln sitzen rote Schutzkappen, wel-
che die Antennenports bedecken. Im linken Teil des Billards 
sind die Abdeckungen noch nicht angebracht, hier ist das Bil-
lard noch offen.
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Index-Theorem [28, 29] basierendes Index-Theorem für 
gekrümmte Graphenflächen [30]. Dieses sagt für jeden 
Dirac-Operator H l

D die Existenz eines Tripletts von 
Null moden voraus. Allerdings liegen diese Tripletts 
nur im thermodynamischen Grenzfall exakt am Dirac-
Punkt. 

Wir haben nach diesen Nullmoden im Spektrum 
eines supraleitenden Mikrowellenresonators in der 
Form eines sphärischen C60-Fullerenmoleküls gesucht 
und sie auch gefunden [31]. Zur Konstruktion des Ful-
lerenbillards wurde die Struktur eines C60-Moleküls aus 
einer Messingkugel gefräst. Sie besteht aus 60 kreis-
förmigen Vertiefungen mit einem Radius von 12 mm, 
von denen jede mit jeweils drei benachbarten kreisför-
migen Vertiefungen durch insgesamt 90 rechteckför-
mige Vertiefungen einer Breite von 14 mm verbunden 
ist. Erstere werden durch 5 mm dicke drei eckige 
Messingplättchen abgedeckt, letztere durch 3 mm di-
cke Plättchen (Abb. 6). Alle Teile wurden verbleit und 
in einem Kryostaten mit flüssigem Helium auf 4,2 K 
abgekühlt, sodass das Fullerenbillard supraleitend 
war. Insgesamt waren acht Antennen asymmetrisch 
an jeweils einem der dreieckigen Deckel angebracht, 
die sich über die gesamte Billardkugel verteilen. Wir 
haben Transmissionsspektren für 28 verschiedene An-
tennenkombinationen gemessen. Auf diese Weise war 
es möglich, sämtliche Resonanzen im Frequenzbereich 
zwischen 8 und 40 GHz zu detektieren und aufgrund 
des hohen Gütefaktors Q > 105 auch aufzulösen.

Unterhalb von 8 GHz zeigten sich im Transmissi-
onsspektrum des Fullerenbillards keine Resonanzen 
(Abb. 7a). Zwischen 8 und 20 GHz treten Resonanzen 

in drei Bändern auf: Das erste Band zwischen 8,254 
und 8,779 GHz befindet sich unterhalb der Grenz-
frequenz f 1

grenz  = 10,71 GHz für die erste in den recht-
eckigen Wellenleitern propagierende Mode (Abb. 7b). 
Dadurch sind die in den Kreisresonatoren angeregten 
Moden schwach gekoppelt. In diesem Band gibt es 
60 Resonanzen, die aus einer 60-fachen Aufspaltung 
der Grundmode J0 eines isolierten Kreisresonators 
hervorgehen. Das zweite Band zwischen 11,492 und 
16,657 GHz besteht aus 210 Resonanzen. Davon lassen 
sich 90 den untersten Moden in den Wellen leitern und 
120 den beiden entarteten J1-Moden der Kreisresona-
toren zuordnen. Das dritte Band zwischen 18,312 und 
18,801 GHz besteht aus 90 Resonanzen und befindet 
sich um die J2-Mode der Kreisresonatoren, aber noch 
unterhalb der Frequenz der zweiten Mode der Wellen-
leiter f 2

grenz = 20,232 GHz. Ab dieser Frequenz vermi-
schen sich die aufgespaltenen Moden der Kreisresona-
toren und der Wellenleiter.

Nur das erste Band modelliert das Anregungsspek-
trum eines Fullerenmoleküls (Abb. 7b) [31]. Es enthält 15 
Gruppen von nahezu entarteten Resonanzen. Deren 
Multiplizität stimmt mit gruppentheoretischen Vor-
hersagen für den Grad der Entartung überein [32]. Dass 
es gelungen ist, alle 60 Eigenfrequenzen experimentell 
zu identifizieren, liegt an der geringfügigen Aufhe-
bung ihrer Entartung infolge der unvermeidbaren 
Inhomo genität in der Bleibeschichtung der Resona-
toren. In unmittelbarer Nähe der Dirac-Frequenz bei 
fD = 8,504 GHz zeigt sich ein Paar von zwei Tripletts 
(Abb. 7c). Der geringe Abstand zwischen den Reso-
nanzen in den beiden Tripletts und zwischen diesen 
verdeutlicht, dass der experimentelle Nachweis der 
nach dem Atiyah-Singer-Index-Theorem erwarteten 
sechs Nullmoden nur mit Hilfe eines supraleitenden 
Fullerenbillards gelingen konnte.

Rechnungen mit dem Tight-Binding-Modell [7, 8], 
das ursprünglich zur Bestimmung der Eigenwerte 
eines realen C60-Fullerenmoleküls diente [33], bestäti-
gen das experimentelle Resultat. Da die Zustandsdich-
ten sehr gut mit den Modellrechnungen übereinstim-

Abb. 7 Das Transmissionsspektrum des 
Fullerenbillards zwischen 8 und 40 GHz 
zeigt Resonanzen in drei Bändern (a). 
Das erste Band zwischen 8,254 und 
8,779 GHz enthält 60 Resonanzen, die 
sich auf 15 Gruppen mit den angege-
benen Multiplizitäten verteilen (in b ver-

größert dargestellt). Der vergrößerte 
Ausschnitt des Bereichs um die Dirac-
Frequenz fD bei 8,504 GHz (c) zeigt ein-
drucksvoll, dass sich die vom Atiyah-Sin-
ger-Index-Theorem vorhergesagten Tri-
pletts (Nullmoden) eindeutig auflösen 
ließen.
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Abb. 8 Die mit dem Tight-Binding-Modell berechneten Zu-
standsdichten für die Fullerene C60 (schwarz), C240 (gelb), C540 
(grün) und C720 (blau) zeigen, dass sich mit wachsender Mole-
külgröße zwei zunehmend ausgeprägte Maxima ausbilden.
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men, lässt sich das Tight-Binding-Modell offenbar auf 
Fullerene anwenden. Wir haben deshalb mit denselben 
Parametern des Tight-Binding-Modells auch die Zu-
standsdichten der Fullerenmoleküle C240, C540 und C720 
berechnet. Mit wachsender Molekülgröße bilden sich 
zwei zunehmend ausgeprägte Maxima aus (Abb. 8), die 
im thermodynamischen Grenzfall in van Hove-Singu-
laritäten übergehen. Die Zustandsdichten ähneln mehr 
und mehr der von ebenem Graphen (Abb. 4). Allerdings 
gibt es einen wichtigen Unterschied: Während die 
Zustandsdichte von Graphen im Minimum nahe der 
Dirac-Frequenz verschwindet, bleibt sie für Fullerene 
dort endlich. Der kleine Peak im Minimum (Abb. 8) 
rührt von den beiden nach dem Atiyah-Singer-Index-
Theorem vorhergesagten Triplett-Moden her.

Die für diesen Übersichtsartikel ausgewählten Bei-
spiele zeigen, dass Mikrowellenbillards ideale Simu-
latoren für das Studium physikalischer Phänomene 
in einer Vielfalt von ebenen und gekrümmten realen 
monomolekularen graphenartigen Quantensystemen 
darstellen.
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