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Von Graphen zu Fulleren

Photonische Kristalle in Mikrowellenbillards dienen als Modellsysteme fiir Graphen und Fulleren.

Barbara Dietz, Tobias Klaus, Maksym Miski-Oglu, Achim Richter und Marcus Wunderle

Ultrakalte Quantengase haben sich langst als ideale
Modellsysteme etabliert, um Quanteneigenschaften
verschiedenster komplexer Systeme, beispielsweise
aus der Festkorperphysik, zu charakterisieren. Ganz
analog lassen sich relativistische und nichtrelativis-
tische Phanomene in Graphen und Fullerenen mit
Hilfe von Mikrowellenbillards modellieren.

lache Mikrowellenresonatoren dienen allgemein

dem Studium von quanten- und wellendyna-

mischem Chaos in Billards. Unter einem klas-
sischen Billard versteht man ein begrenztes Gebiet,
in dem sich ein punktformiges Teilchen frei bewegt
und an dessen Réindern es spiegelreflektiert wird. Die
Schrédinger-Gleichung fiir ein Teilchen, das sich in
einem Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden von
der Form des Billards frei bewegt, beschreibt das ent-
sprechende Quantenbillard. In diesen Experimenten
wird generell die formale Analogie ausgenutzt, die
zwischen der Schrodinger-Gleichung fiir Quanten-
billards und der skalaren Helmholtz-Gleichung fiir
flache Mikrowellenresonatoren einer Hohe d besteht
[2]. Die Mikrowellenresonatoren werden hierbei nur
mit Frequenzen unterhalb einer maximalen Frequenz
fmax< ¢/2d — hier ist ¢ die Lichtgeschwindigheit — an-
geregt. Deshalb sind sie auch als Mikrowellenbillards
bekannt.

In den ersten Experimenten auf diesem Gebiet wur-
den universelle Eigenschaften der Fluktuationen der
Energieeigenwerte von Quantenbillards untersucht [3].
Da die verwendeten Billards bei Raumtemperatur nur
Resonatorgiiten von Q = 10° hatten, lieen sich keine
vollstaindigen Sequenzen von Energieeigenwerten
bestimmen. Dies ist jedoch unerldsslich fiir eine
aussagekraftige Untersuchung der spektralen Eigen-
schaften eines Quantensystems, welche gemaf3 den
Vorhersagen des Quantenchaos Informationen iiber
die Chaotizitit des korrespondierenden klassischen
Billards liefern. Die Situation dnderte sich grundlegend
mit dem erstmaligen Einsatz von supraleitenden
Mikrowellenbillards, in denen die Resonatorgiiten bis
zu Q = 107 betrugen. Sie erlaubten es, vollstindige Se-
quenzen von hunderten und tausenden von Resonanz-
frequenzen respektive Eigenwerten zu messen [4].

In der Tat hat sich im Jahr 1991 am Institut fiir Kern-
physik der TU Darmstadt — basierend auf den Erfah-
rungen mit supraleitenden Hochfrequenzresonatoren,
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Wenn man aus einer Schicht Graphen eine Zone ausschneidet (rot markiert, links)
und sphédrisch zusammenfigt, entsteht daraus Fulleren (rechts).

die aus der Inbetriebnahme des supraleitenden Darm-
stadter Elektronenlinearbeschleunigers S-DALINAC
fiir kernphysikalische Experimente resultierten — das
Studium von quanten- und wellendynamischem Chaos
als eigenes Arbeitsgebiet neben der Kernphysik entwi-
ckelt.

Die hohe spektrale Auflosung erlaubte es in der
Folgezeit, universelle Eigenschaften verschiedener
Quantensysteme mit einer bisher unerreichten Préi-
zision zu studieren. Es ist hier nicht der Platz, um auf
die zahlreichen Experimente zum Quantenchaos in
geschlossenen und offenen Systemen und zur Ver-
bindung von Quantenchaos und der Theorie von
Compoundkernreaktionen [5] einzugehen, fiir welche
hochste Prazision erforderlich war [6]. Sie war auch
unerlésslich fiir die im Folgenden aufgefiihrten Expe-

® Flache Mikrowellenresonatoren dienen allgemein dem
Studium von quanten- und wellendynamischem Chaos
in Billards.

® Grundlage dieser Experimente ist die formale Analogie
zwischen der Schrédinger-Gleichung fiir Quantenbil-
lards und der skalaren Helmholtz-Gleichung fir flache
Mikrowellenresonatoren.

® Experimente mit Mikrowellenresonatoren erlaubten es,
die universellen spektralen Eigenschaften von Graphen
im gesamten Energiebereich des Leitungs- und Valenz-
bandes prazise zu untersuchen.

® Bei Untersuchungen des Fullerenbillards in Form eines
Ceo-Molekiils lieBen sich die vom Atiyah-Singer-Index-
Theorem vorhergesagten Nullmoden nachweisen.
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Abb.1 Graphen besitzt eine hexagonale
Gitterstruktur (a). Die beiden dreieckfor-
migen Untergitter sind durch rote bzw.
blaue Gitterpunkte markiert. Fur die
Konstruktion von Fulleren wird aus
flachem Graphen entlang der gestrichel-
ten Linien ein n/3-Segment ausgeschnit-
ten. Die berechnete Bandstruktur f(q)
zeigt die elektronischen Anregungen als

Funktion der Komponenten des Quasi-
impulses g (b). Die Dichteverteilung der
Bandstrukturfunktion fin der Ebene wird
von den Quasiimpulskomponenten g,
und g, aufgespannt (c). Linien gleicher
Frequenz sind schwarz. Der I-Punkt
kennzeichnet das Maximum (Minimum)
des Leitungs- (Valenz-)bands, die M-
Punkte sind Sattelpunkte.

rimente mit supraleitenden Mikrowellenresonatoren,
in denen spektrale Eigenschaften von Graphen- und
Fullerenstrukturen untersucht worden sind.

Eine Lage Kohlenstoff

Graphen ist eine flache Monolage von Kohlenstoff-
atomen, die ein zweidimensionales hexagonales
(honigwabenf6rmiges) Gitter bilden. In den letzten
Jahren hat es aufgrund seiner besonderen elektro-
nischen Eigenschaften experimentell und theoretisch

Dispersionsrelation f(§) = vr g nahezu linear im Ab-
stand q = |g| vom Dirac-Punkt ist, wobei v¢ die Fermi-
Geschwindigkeit ist. In diesem Niederenergiebereich
um die K.:-Punkte werden elektronische Anregungen
durch den Dirac-Hamilton-Operator masseloser
Fermionen mit Spin 1/2, H: = + v¢ 6“qa, beschrieben.
Die Pauli-Matrizen ¢* mit « = x, y wirken auf die zwei
Komponenten der Anregungen in den Untergittern.
Diese bilden zweidimensionale Spinoren, die auch als
Quasi-Spin bekannt sind. Die Beitrage der Hamilton-
Operatoren H. fithren zu einer vierkomponentigen Di-
rac-Gleichung fiir Graphen [9]. Obwohl sich die Elek-
tronen nur mit einem 300stel der Lichtgeschwindigkeit
bewegen, zeigt Graphen um die Dirac-Punkte relativis-
tische Phanomene.

Die auflergewdhnlichen Eigenschaften der Band-
struktur von Graphen sowie die daraus resultierenden
relativistischen Phanomene rithren ausschlieSlich von
der Honigwabenstruktur her. Fiir die bahnbrechenden
Arbeiten zu realem Graphen erhielten Andre Geim
und Konstantin Novoselov im Jahr 2010 den Nobel-
preis fiir Physik [10]. Unmittelbar danach gelang es mit
Hilfe zweidimensionaler Elektronengase, spezieller
Molekiilkonfigurationen, ultrakalter Atome [12 — 14]
und auch photonischer Kristalle [15 — 19], kiinstliches
Graphen herzustellen. Im Englischen wird dieses gele-
gentlich als ,,artificial Graphene“ oder ,artificial Fulle-
rene” bezeichnet.

Modelliertes Graphen

grofles Interesse hervorgerufen [7 —10]. Das hexagonale
Gitter von Graphen wird dabei von zwei unabhangi-
gen Dreiecksgittern gebildet, deren Basisvektoren sich
nicht ineinander Uiberfiihren lassen (Abb.1a). Das elek-
tronische Energiespektrum von Graphen besitzt auf-
grund dieser Eigenschaft eine besondere Bandstruktur
(Abb.1b). An den Ecken der zugehorigen Brillouin-Zone
(Abb.1c), den unabhangigen Dirac-Punkten K, und K.,
auch K-Punkte genannt, bertihren sich Leitungs- und
Valenzband. Sie sind dort konisch geformt, sodass die

Wir stellen kiinstliches Graphen aus flachen, supra-
leitenden Mikrowellenresonatoren her. Diese Expe-
rimente ermédglichten es erstmals, die universellen
spektralen Eigenschaften von Graphen im gesamten
Energiebereich des Leitungs- und Valenzbandes pra-
zise zu untersuchen. Dafiir konstruieren wir Dirac-
Billards [20, 21], d. h. Mikrowellenbillards, die aus einer
Boden- und einer Deckelplatte aus Messing bestehen.
Aus der Bodenplatte wird der photonische Kristall
herausgefrist, der sich aus hunderten Metallzylindern

[aus 6]

nischen Kristalls bilden fir das Dirac-
und das Afrika-Billard ein graphenartiges
Gitter.

afrikanischen Kontinents (Afrika-Billard,
b). Die Hohlrdume zwischen den Metall-
zylindern (schwarze Punkte) des photo-

Abb.2 Fotografien zweier verschiedener
Dirac-Billards in der Form eines Recht-
ecks (a) und in der (stilisierten) Form des
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zusammensetzt, die in der Form eines Dreiecksgitters
periodisch angeordnet sind. Beide Platten werden
verbleit und entlang des Randes und der Zylinder fest
verschraubt, um einen perfekten elektrischen Kontakt
zu erzielen. Die Hohe der Zylinder betrigt h = 3 mm,
sodass bis zu einer maximalen Frequenz von 50 GHz
der elektrische Feldvektor im Resonator senkrecht
zwischen Boden und Deckel schwingt. Damit lassen
sich aus dessen Resonanzfrequenzen die Eigenwerte
des korrespondierenden zweidimensionalen Quanten-
billards, in dem Wellen an kreisférmigen Streuern und
den Wianden des Billards spiegelreflektiert werden,
bestimmen. Die Intensitétsverteilung des elektrischen
Feldes ist in den Hohlrdumen zwischen den dreieck-
formig angeordneten Metallzylindern, die eine Gra-
phenstruktur bilden, lokalisiert.

Experimente wurden mit rechteckférmigen Dirac-
Billards und einem Billard von der stilisierten Form
des afrikanischen Kontinents durchgefiihrt (Abb.2). Die
klassische Dynamik eines Rechteckbillards unterschei-
det sich von der eines Afrika-Billards durch die Anzahl
der Konstanten der Bewegung. Wahrend in ersterem
neben der Energie auch die Betrige der Impulskompo-
nenten erhalten sind und damit die klassische Dyna-
mik integrabel ist, ist sie in letzterem chaotisch.

Um die Resonanzspektren in Reflexion oder Trans-
mission zu messen, werden Antennen durch Bohr-
l6cher in der Deckelplatte in den Resonator eingefiihrt,
iiber die mit einem Netzwerkanalysator Mikrowellen
ein- und wieder ausgekoppelt werden. Dabei wird
das Verhaltnis von ausgekoppelter Leistung Pau,. an
der Antenne 2 zu eingekoppelter Leistung P, an der
Antenne 1 gemessen: Pays»/Peini = |Sa1|*. Daraus ergibt
sich der Betrag des Streumatrixelements S,;. Die Phase
von Sy, leitet sich aus der relativen Phase zwischen Aus-
gangs- und Eingangssignal ab.

Das Transmissionsspektrum eines Dirac-Billards
mit 888 Zylindern, die einen Radius von 3 mm und
einen Abstand von 4 mm zueinander haben, zeigt zwi-
schen 19,5 und 30,5 GHz insgesamt 1651 Resonanzen
(Abb.3a) [11]. Deren Positionen ergeben die Energie-
eigenwerte des entsprechenden Quantenbillards. Wenn
bei einer Resonanzfrequenz die elektrische Feldstarke
am Ort einer der Antennen verschwindet, fehlt die
zugehorige Resonanz im Spektrum. Daher erfolgen
die Messungen von Transmissionsspektren mit mehre-
ren Antennen — in diesem Experiment waren es fiinf.
Dadurch und aufgrund der hohen Resonatorgiiten
Q > 4 -10° bei einer Temperatur von T'= 4,2 K — der
verbleite Resonator wird bei einer Sprungtemperatur
von T. = 7,2 K supraleitend — ist es moglich, alle Reso-
nanzfrequenzen unterhalb von fi.x zu bestimmen.

Resonanzen, Zustandsdichte und Bandstruktur

Auf beiden Seiten begrenzen Stoppbénder, in denen
sich keine Wellen ausbreiten konnen, das Transmissi-
onsspektrum des Rechteckbillards (Abb.3a). In der Nihe
des niedrigsten Dirac-Punkts bei f = 23,36 GHz zeigen
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sich ungewo6hnlich wenige Resonanzen (Abb. 3b). Ein
weiterer Dirac-Punkt liegt bei f = 41,11 GHz [22].

Die experimentell aus der Dichte der Resonanzen
ermittelte Zustandsdichte p(f) wird mit einer Lorentz-
Funktion geglattet und mit der Bandstrukturfunktion
f(q) verglichen (Abb. 4). Diese wurde fiir Quasiim-
pulse g entlang des TMKT-Pfads innerhalb der ersten
Brillouin-Zone (Abb. 1c und Inset in Abb. 4) berechnet.
Hierbei kennzeichnet I' den Mittelpunkt der Brillouin-
Zone, bei dem das jeweilige Band abschliefit (Band-
kante), M einen der Sattelpunkte, an denen die Grup-
pengeschwindigkeit, |Vf(4)| = 0, verschwindet, und
K einen der beiden Dirac-Punkte auf den Ecken der
Brillouin-Zone, der dem Sattelpunkt am néchsten liegt.
Der Vergleich zeigt Folgendes:

B Die Positionen der experimentell beobachteten
Stoppbander stimmen sehr gut mit denen der Band-
liicken in der Bandstruktur iiberein.

B Die beiden breiten Minima in der experimentell
ermittelten Zustandsdichte korrespondieren mit den
Dirac-Punkten in der Bandstruktur, an denen sich
zwei Biander berithren [21].

B Zwei sehr spitze Maxima begrenzen jeweils die
Minima in der Zustandsdichte. Die Maxima gehen

im thermodynamischen Limes in die logarithmisch
divergenten van Hove-Singularititen [23] iiber, deren
Frequenzen denen der Sattelpunkte M in den Béndern
unterhalb und oberhalb des Dirac-Punkts entsprechen.
Van Hove-Singularititen existieren in jedem zwei-
dimensionalen Kristall mit periodischer Struktur [23].
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Abb.3  Zwischen 20 und 30 GHz lieen
sich alle existierenden Resonanzen im
Transmissionsspektrum des supraleiten-
den rechteckférmigen Dirac-Billards auf-
|16sen und insgesamt 1651 Eigenfre-
quenzen bestimmen (a). Zwei Stoppban-

lich gering (b).
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der, in denen keine Wellenausbreitung
moglich ist, begrenzen das Spektrum.
Im Frequenzbereich um den Dirac-Punkt
ist die Zahl der Resonanzen ungewdhn-

aus [11]
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Abb.4 Experimentell ermittelte Zu-
standsdichte (linker Teil der Abbildung)
im Rechteck-Billard als Funktion der Fre-
quenz im Vergleich mit der berechneten
Bandstruktur eines unendlich ausge-
dehnten photonischen Kristalls mit der-
selben Gitterkonstante (rechter Teil). Die

Lage der Dirac-Punkte und der Stopp-
bénder bzw. Bandliicken wird durch die
Rechnung ebenso bestatigt wie die Fre-
quenz der van Hove-Singularitaten und
der anderen Maxima an den Sattelpunk-
ten und in Bereichen flacher Bander.

Allgemein besitzt die Zustandsdichte Maxima in Be-
reichen der Anregungsfrequenz, in denen sich der Ver-
lauf eines Bandes als Funktion des Quasiimpulses nicht
oder kaum andert, d. h. in Bereichen niedriger Grup-
pengeschwindigkeit |V(3)| = 0. So entspricht das
auflergewohnlich hohe Maximum der Zustandsdichte
oberhalb der ersten Bandliicke einem flachen Band.

Phaseniibergange und Fluktuationen

Graphen hat in der Umgebung der K-Punkte eine
kegelférmige Bandstruktur, und die Isofrequenz-
linien sind Kreise, die sich mit wachsendem Abstand
zu K in leicht deformierte Dreiecke wandeln (Abb. 1c).
Die Isofrequenzlinien der Sattelpunkte M begren-

zen diesen relativistischen Bereich. In der Mitte der
Brillouin-Zone, d. h. am I'-Punkt, hat das Leitungs-
band ein Maximum, das Valenzband ein Minimum.
In seiner Umgebung sind die Isofrequenzlinien Kreise,
und die Bandstruktur ist parabolisch gekriimmt. In
diesem Bereich wird das Dirac-Billard nicht durch

die Dirac-Gleichung, sondern durch die nichtrela-
tivistische Schrodinger-Gleichung beschrieben. Die
Bandstruktur ist also in einen relativistischen Dirac-
Bereich mit einer linearen Dispersionsrelation und
einen nichtrelativistischen Schrodinger-Bereich mit
einer quadratischen Dispersionsrelation unterteilt. Der
topologische Phaseniibergang zwischen diesen beiden
Bereichen findet an den M-Punkten statt.

Bei diesem Phasentibergang handelt es sich um
einen Lifshitz-Ubergang [24]. Ein solcher Ubergang
wurde erst kiirzlich in zwei verschiedenen For-
men von kiinstlichem Graphen [12, 13] und in einem
Mikrowellenexperiment bei Raumtemperatur [17]
studiert. Im Unterschied zu diesen Experimenten sind
hier nicht Wechselwirkungen die Ursache, sondern
der Phaseniibergang spiegelt allein die Anderung
in der Topologie der Fermi-Flachen in der entspre-
chenden Bandstruktur wider. Charakteristisch fiir
einen Lifshitz-Ubergang ist das Skalenverhalten der
Hoéhe der Maxima p™™ in der Zustandsdichte mit
der Anzahl N, von Hexagonen der Graphenfliche,
p"™ = aN.[In N.+ b]. Die hohe Auflosung, die dank
supraleitenden Dirac-Billards zu erreichen ist, er-
moglichte es, dieses Skalenverhalten erstmals experi-
mentell zu bestétigen und die Parameter a und b zu
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Abb.5 Abstandsverteilung nachster
Nachbarn in den Resonanzspektren (a).
Die Frequenzabstande zwischen be-
nachbarten Resonanzen sind auf einen
mittleren Abstand 1 reskaliert worden.
Die experimentelle Verteilung fir das
Rechteck-Billard (Histogramm) wird
durch eine Poisson-Verteilung (rote Kur-
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ve) beschrieben, wie fiir Systeme mit
klassischer integrabler Dynamik zu er-
warten ist. Im Gegensatz dazu stimmt
die Verteilung beim chaotischen Afrika-
Billard (gestricheltes Histogramm) mit
derjenigen der Eigenwerte von Zufalls-
matrizen aus dem GauBschen Orthogo-
nalen Ensemble tberein (schwarze
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Kurve). Auch die langreichweitigen
Korrelationen der reskalierten Resonanz-
frequenzen — die Dyson-Mehta-Statistik
A; - bestéatigten dieses Verhalten fur bei-
de Billards (Rauten fur ersteres und
Kreise fure letzteres, b).



bestimmen. Letzterer hingt von der Diskretisierung
des Frequenzbereichs um die van Hove-Maxima ab,
der fir die Bestimmung der Zustandsdichte benutzt
wurde. Der Parameter a dagegen liegt immer zwischen
0,145 und 0,155 und entspricht damit etwa dem theore-
tischen Wert 3/2m%, unabhingig von N.. Die Zustands-
dichte endlich ausgedehnter Systeme zeigt an den van
Hove-Singularititen damit ein universelles Verhalten.
Bei realem Graphen ist ein derartiges Skalenverhalten
nicht zu beobachten, da exzitonische Wechselwir-
kungen an den van Hove-Singularititen die Zustands-
dichte verbreitern und verschieben.

Abschlieflend sei angemerkt, dass sich die spek-
tralen Eigenschaften der beiden Dirac-Billards im
Schrodinger- und im Dirac-Bereich dhneln. Insge-
samt wurden 1651 bzw. 1823 Resonanzen in den ersten
beiden Bandern der Dirac-Billards gemessen. Die
Abstandsverteilungen P(s) nichster Nachbarn dieser
Resonanzen und die spektralen Korrelationen tiber
mehrere mittlere Resonanzabstinde hinweg wurden
genauer analysiert. Ein Beispiel fiir spektrale Korre-
lationen ist die Dyson-Mehta-Statistik As(L), welche
die mittlere quadratische Abweichung der integrierten
Zustandsdichte von einer Geraden in einem Intervall
der Liange L beschreibt und damit ein Maf3 fiir die Stei-
figkeit eines Spektrums liefert. Beim Rechteck-Billard
lassen sich Abstandsverteilung und Dyson-Mehta-
Statistik, wie fiir klassisch integrable Systeme erwartet,
sehr gut mit einer Poisson-Verteilung beschreiben
(Abb.5). Fiir das Afrika-Billard mit klassisch chaotischer
Dynamik dagegen stimmen beide Gréfien mit denen
der Eigenwerte der Matrizen des sog. Gauf8schen Or-
thogonalen Ensembles (GOE) iberein. Dabei handelt
es sich um ein Ensemble von reell-symmetrischen
Matrizen, deren Elemente Gauf3-verteilt sind. Im spek-
tralen Bereich um die van Hove-Singularititen sind die
iiblichen statistischen Maf3e nicht langer anwendbar.
Wir haben aber kiirzlich gezeigt, dass die Verteilung
dimensionsloser Quotienten von Resonanzabstanden
hier ein geeignetes Maf3 ist [25].

Eine Sphare aus Kohlenstoff

Fullerene sind hohle, geschlossene Molekiile aus
Kohlenstoffatomen. Das kleinste und bekannteste
stabile Fulleren ist C¢o und wurde 1985 entdeckt [26].
Fullerene lassen sich aus einer flachen Graphenschicht
konstruieren. Dafiir wird ausgehend vom Zentrum
eines Hexagons entlang der Mitte zwischen zwei Koh-
lenstoffatomen (in Abb. 1a durch gestrichelte Linien
angedeutet) ein 11/3-Segment herausgeschnitten und
die verbleibende Schicht an den Schnittkanten wieder
zusammengefiigt. Dies fithrt zu Bindungen zwischen
Kohlenstoffatomen desselben Dreieckgitters und damit
zu einer Mischung der beiden Untergitter. Die Gra-
phenschicht verformt sich zu einem Konus mit einem
Pentagon an seinem Apex. Um ein sphérisches Fulle-
renmolekill zu erhalten, sind zwolf Pentagone nétig.
Ausgehend vom Ce-Molekiil mit 60 Kohlenstoft-
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atomen entstehen grofiere Fullerenmolekiile wie Caao,
Csao und Cy durch Hinzufiigen von Hexagonen. Wie
in flachem Graphen werden im thermodynamischen
Grenzfall N > o, wobei N, der Anzahl der Hexagone
entspricht, die Niederenergieanregungen im Spek-
trum durch eine vierkomponentige Dirac-Gleichung
beschrieben [27]. Die Struktur des Dirac-Hamilton-
Operators fiir Fulleren,

Hp = ve 0° €t (qu— iQu— iA}) mit =1, 2,

unterscheidet sich aber aufgrund der sphérischen
Form vom Dirac-Operator fiir ebenes Graphen:

B Die Einheitsvektoren ef definieren die Tangential-
flache auf der Kugeloberflache.

B Das fiktive Vektorpotential Q, resultiert aus der Ver-
formung von Graphen zu einem Konus und der damit
verbundenen Deformation der Brillouin-Zone.

B Al sind die Komponenten eines — nach der Trans-
formation des vierkomponentigen Dirac-Operators

in die beiden unabhéngigen Operatoren Hj — nicht-
Abelschen Eichfelds A. Dieses produziert durch jedes
Pentagon einen magnetischen Fluss, der einem fiktiven
magnetischen Monopol im Mittelpunkt des Fulleren-
molekiils zuzuordnen ist. Sie rithren von der Mischung
der beiden Untergitter her.

Tests eines Theorems

Die Dirac-Operatoren Hp, welche die Niederenergie-
anregungen in Fulleren beschreiben, sind elliptische
Operatoren, die auf einer kompakten Oberfliche defi-
niert sind. Fiir sie gilt ein auf dem sog. Atiyah-Singer-

Abb. 6

Im rechten Teil des verbleiten Fullerenbillards sind drei-
eckige und rechteckige Metallplattchen zu erkennen, die als
Deckel fur die 60 kreisformigen und die 90 rechteckigen Kavi-
taten dienen. Auf zwei Deckeln sitzen rote Schutzkappen, wel-
che die Antennenports bedecken. Im linken Teil des Billards
sind die Abdeckungen noch nicht angebracht, hier ist das Bil-
lard noch offen.
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Abb.7 Das Transmissionsspektrum des
Fullerenbillards zwischen 8 und 40 GHz
zeigt Resonanzen in drei Bandern (a).
Das erste Band zwischen 8,254 und
8,779 GHz enthalt 60 Resonanzen, die
sich auf 15 Gruppen mit den angege-
benen Multiplizitdten verteilen (in b ver-

Index-Theorem [28, 29] basierendes Index-Theorem fiir
gekriimmte Graphenflachen [30]. Dieses sagt fiir jeden
Dirac-Operator Hj, die Existenz eines Tripletts von
Nullmoden voraus. Allerdings liegen diese Tripletts
nur im thermodynamischen Grenzfall exakt am Dirac-
Punkt.

Wir haben nach diesen Nullmoden im Spektrum
eines supraleitenden Mikrowellenresonators in der
Form eines spharischen Ceo-Fullerenmolekiils gesucht
und sie auch gefunden [31]. Zur Konstruktion des Ful-
lerenbillards wurde die Struktur eines Cg-Molekiils aus
einer Messingkugel gefrist. Sie besteht aus 60 kreis-
formigen Vertiefungen mit einem Radius von 12 mm,
von denen jede mit jeweils drei benachbarten kreisfor-
migen Vertiefungen durch insgesamt 90 rechteckfor-
mige Vertiefungen einer Breite von 14 mm verbunden
ist. Erstere werden durch 5 mm dicke dreieckige
Messingplattchen abgedeckt, letztere durch 3 mm di-
cke Plattchen (Abb. 6). Alle Teile wurden verbleit und
in einem Kryostaten mit flissigem Helium auf 4,2 K
abgekiihlt, sodass das Fullerenbillard supraleitend
war. Insgesamt waren acht Antennen asymmetrisch
an jeweils einem der dreieckigen Deckel angebracht,
die sich tiber die gesamte Billardkugel verteilen. Wir
haben Transmissionsspektren fiir 28 verschiedene An-
tennenkombinationen gemessen. Auf diese Weise war
es moglich, simtliche Resonanzen im Frequenzbereich
zwischen 8 und 40 GHz zu detektieren und aufgrund
des hohen Giitefaktors Q > 10° auch aufzuldsen.

Unterhalb von 8 GHz zeigten sich im Transmissi-
onsspektrum des Fullerenbillards keine Resonanzen
(Abb.7a). Zwischen 8 und 20 GHz treten Resonanzen

aus [31]

8,45 8,65

Frequenz in GHz

groBert dargestellt). Der vergroBBerte
Ausschnitt des Bereichs um die Dirac-
Frequenz fp bei 8,504 GHz (c) zeigt ein-
drucksvoll, dass sich die vom Atiyah-Sin-
ger-Index-Theorem vorhergesagten Tri-
pletts (Nullmoden) eindeutig aufldsen
lieBen.
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nach [31]

Frequenz in GHz

Abb.8 Die mit dem Tight-Binding-Modell berechneten Zu-
standsdichten fiir die Fullerene Ceo (schwarz), Caso (gelb), Csao
(griin) und Gy (blau) zeigen, dass sich mit wachsender Mole-
kiilgroBe zwei zunehmend ausgepragte Maxima ausbilden.

in drei Bandern auf: Das erste Band zwischen 8,254
und 8,779 GHz befindet sich unterhalb der Grenz-
frequenz f yen, = 10,71 GHz fiir die erste in den recht-
eckigen Wellenleitern propagierende Mode (Abb. 7b).
Dadurch sind die in den Kreisresonatoren angeregten
Moden schwach gekoppelt. In diesem Band gibt es

60 Resonanzen, die aus einer 60-fachen Aufspaltung
der Grundmode J, eines isolierten Kreisresonators
hervorgehen. Das zweite Band zwischen 11,492 und
16,657 GHz besteht aus 210 Resonanzen. Davon lassen
sich 90 den untersten Moden in den Wellenleitern und
120 den beiden entarteten J;-Moden der Kreisresona-
toren zuordnen. Das dritte Band zwischen 18,312 und
18,801 GHz besteht aus 90 Resonanzen und befindet
sich um die J,-Mode der Kreisresonatoren, aber noch
unterhalb der Frequenz der zweiten Mode der Wellen-
leiter fren, = 20,232 GHz. Ab dieser Frequenz vermi-
schen sich die aufgespaltenen Moden der Kreisresona-
toren und der Wellenleiter.

Nur das erste Band modelliert das Anregungsspek-
trum eines Fullerenmolekiils (Abb.7b) [31]. Es enthalt 15
Gruppen von nahezu entarteten Resonanzen. Deren
Multiplizitat stimmt mit gruppentheoretischen Vor-
hersagen fiir den Grad der Entartung iiberein [32]. Dass
es gelungen ist, alle 60 Eigenfrequenzen experimentell
zu identifizieren, liegt an der geringfiigigen Aufhe-
bung ihrer Entartung infolge der unvermeidbaren
Inhomogenitit in der Bleibeschichtung der Resona-
toren. In unmittelbarer Nédhe der Dirac-Frequenz bei
fo = 8,504 GHz zeigt sich ein Paar von zwei Tripletts
(Abb.7¢). Der geringe Abstand zwischen den Reso-
nanzen in den beiden Tripletts und zwischen diesen
verdeutlicht, dass der experimentelle Nachweis der
nach dem Atiyah-Singer-Index-Theorem erwarteten
sechs Nullmoden nur mit Hilfe eines supraleitenden
Fullerenbillards gelingen konnte.

Rechnungen mit dem Tight-Binding-Modell [7, 8],
das urspriinglich zur Bestimmung der Eigenwerte
eines realen Cgo-Fullerenmolekiils diente [33], bestéti-
gen das experimentelle Resultat. Da die Zustandsdich-
ten sehr gut mit den Modellrechnungen tibereinstim-
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men, lasst sich das Tight-Binding-Modell offenbar auf
Fullerene anwenden. Wir haben deshalb mit denselben
Parametern des Tight-Binding-Modells auch die Zu-
standsdichten der Fullerenmolekiile Cz40, Cs40 und Crao
berechnet. Mit wachsender Molekiilgréfe bilden sich
zwei zunehmend ausgepragte Maxima aus (Abb. 8), die
im thermodynamischen Grenzfall in van Hove-Singu-
laritaten tibergehen. Die Zustandsdichten dhneln mehr
und mehr der von ebenem Graphen (Abb. 4). Allerdings
gibt es einen wichtigen Unterschied: Wihrend die
Zustandsdichte von Graphen im Minimum nahe der
Dirac-Frequenz verschwindet, bleibt sie fiir Fullerene
dort endlich. Der kleine Peak im Minimum (Abb. 8)
rithrt von den beiden nach dem Atiyah-Singer-Index-
Theorem vorhergesagten Triplett-Moden her.

Die fiir diesen Ubersichtsartikel ausgewihlten Bei-
spiele zeigen, dass Mikrowellenbillards ideale Simu-
latoren fur das Studium physikalischer Phdnomene
in einer Vielfalt von ebenen und gekriimmten realen
monomolekularen graphenartigen Quantensystemen
darstellen.
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