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Geladene Teilchen – Elektronen, Ionen, Löcher
im Festkörper oder Positronen – und die zwi-
schen ihnen herrschende Coulomb-Kraft be-
stimmen die Struktur eines Großteils der uns
umgebenden Materie. Darüber hinaus erzeugt
der Mensch völlig neue, in der Natur gar nicht
vorkommende Materieformen, wie Halbleiter-
Quantenpunkte oder – mithilfe intensiver Laser
– kurzzeitig exotische hochkomprimierte Plas-
men. Eine Theorie dieser Systeme muss daher
in der Lage sein, Wechselwirkungs- und Quan-
teneffekte zu berücksichtigen und sowohl
langsame als auch sehr schnelle Prozesse zu
beschreiben.

A ls Charles Augustin de Coulomb 1785 heraus-
fand, dass zwischen zwei kleinen Kugeln mit den
Ladungen ea und eb die Kraft

(1)

wirkt (eb ist die Dielektrizitätskonstante des umgeben-
den Mediums), konnte er nicht ahnen, dass er damit
eines der fundamentalsten Naturgesetze formuliert hat-
te.1) Heute wissen wir, dass Systeme elektrisch gela-
dener Teilchen (Coulombsysteme, CS) einen Großteil
der Eigenschaften der uns umgebenden Natur bestim-
men – von den größten Objekten im Kosmos bis zu
den kleinsten Grundbausteinen der Materie. Interes-
santerweise sind es gerade die Träger der allerkleinsten
Ladung2) – die Elektronen, die ganz entscheidend sind
für physikalische, chemische und biologische Phäno-
mene. Beispiele für Coulomb-Systeme sind außer-
ordentlich vielfältig. Wir finden sie im Kosmos – im in-
terstellaren Staub, als heißes Plasma in unserer Sonne,
als hochkomprimiertes Plasma im Inneren von Plane-
ten (J; die Buchstaben beziehen sich auf Abb. 1) oder
in exotischen Sternen wie den Braunen (BZ) oder
Weißen Zwergen; in unserer näheren Umgebung – in
der Ionosphäre (I), bei elektrischer Entladung in Blit-
zen oder in elektrolytischen Flüssigkeiten. Weitere Bei-
spiele sind das Elektronengas in Metallen (M) oder das
Elektronen-Loch-Plasma in angeregten Halbleitern
(HL); und natürlich beruht die Funktion aller elektri-
schen und der meisten optischen Geräte – von der Lei-
stungselektronik bis zum Mikroprozessor und zum La-
ser – auf Elektronen-Transport. Auch die Familie der
Laborplasmen wird immer umfangreicher – sie umfasst
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unter anderem Plasmen in Gasentladungen (GE) und
Drahtexplosionen, Fusionsplasmen in Tokamaks (T),
staubige oder kolloidale Plasmen sowie ultrakalte Io-
nenplasmen in Fallen und Speicherringen (TR). Von
besonderer praktischer Bedeutung ist die einfache
Beeinflussbarkeit geladener Teilchen durch elektro-
magnetische Felder (über die Lorentz-Kraft). Außer-
ordentlich perspektivreich ist die Plasmaerzeugung 
mit Hilfe von Lasern – von Elektronen-Loch-Plasmen
in Halbleiterstrukturen, über Coulomb-Cluster (ioni-
sierte Metallcluster) bis hin zu exotischer Materie mit
hundertfacher Festkörperdichte, wie sie durch Hochin-
tensitätslaser (Schock-Wellen, SH) oder auch Schwer-
ionenstrahlen (IB) kurzzeitig erzeugt wird, wodurch
Bedingungen wie im Inneren von Planeten und Ster-
nen erreicht werden und sich viele Anwendungen, bis
hin zur Kernfusion (Trägheitsfusion, ICF) abzeichnen.

Coulomb-Strukturen im Gleichgewicht
Coulomb-Systeme werden durch den Hamilton-

Operator

(2)

beschrieben, wobei N die Teilchenzahl und mi die Mas-
sen sind sowie K, Uc und Uext die kinetische Energie,
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1) Das Kraftgesetz zwi-
schen Ladungen hatte
vorher bereits H. Caven-
dish erkannt.

2) Seit R. Millikans Ex-
periment von 1909 wis-
sen wir, dass es eine un-
teilbare Elementarladung
e0 gibt. Nur Quarks kön-
nen noch kleinere La-
dungen von � e0/3 bzw.
� 2e0/3 tragen, sie treten
aber nicht als freie Teil-
chen auf.

Abb. 1:
Dichte-Temperatur-Ebene von Coulomb-Systemen im Gleich-
gewicht. Die Linien GG = 1 und rs = 1 schließen das Gebiet starker
Coulomb-Korrelationen ein, die Linie cc = 1 trennt klassische
von Quantensystemen. Abkürzungen bezeichnen einzelne Syste-
me, siehe Einleitung. Die Box TR liegt außerhalb des Dia-
gramms, bei Millikelvin-Temperaturen.
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Wechselwirkungsenergie bzw. die Energie aus externen
(in der Regel elektromagnetischen) Feldern bezeich-
nen. Ungeachtet der so unterschiedlichen Natur der
aufgezählten Systeme haben alle sehr ähnliche grund-
legende Eigenschaften, die im Wesentlichen von zwei
Faktoren abhängen: der Stärke der Coulomb-Wechsel-
wirkung (Kopplung, Korrelationen) und von Quanten-
effekten (Entartung), welche durch das Verhältnis der
charakteristischen Energie- und Längenskalen im Sys-
tem bestimmt sind [1, 2]: 
� Längenskalen: 
1.) r� – der mittlere Abstand zweier Teilchen, r� �n–d

(n und d sind Dichte bzw. Dimensionalität des Sys-
tems, d = 1, 2, 3). 
2.) L – die quantenmechanische Ausdehnung der Teil-
chen. Für freie Teilchen ist L = h/√◊◊◊◊◊◊2pmk◊◊BT (DeBroglie-
Wellenlänge), für gebundene Teilchen die Ausdehnung
ihrer Wellenfunktion. 
3.) aB – der relevante Bohr-Radius 

� Energieskalen: 
1.) 〈K〉 – die mittlere kinetische Energie, in einem klas-
sischen System ist 〈K〉cl = (d/2)kBT, in einem Quanten-
system 〈K〉qm = (3/5)EF (EF ist die Fermi-Energie); 
2.) Die mittlere Coulomb-Energie 

bzw. für gebundene Teilchen: 

� Der Entartungsparameter c ≡ nLd�(L/r�)d unterteilt
Vielteilchensysteme in klassische (c< 1) und quanten-
mechanische (c�1).
� Der Coulomb-Kopplungsparameter ist das Verhältnis
�〈Uc〉 �/〈K〉 .  Für klassische Systeme ist er gegeben durch
G ≡ �〈Uc〉 �/kBT, für Quantensysteme durch rs ≡ r�/aB �
�〈Uc〉 �/EF.   

Ein Zustandsdiagramm von Coulomb-Systemen, das
die wesentlichen physikalischen Situationen als Funk-
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tion von Dichte und Temperatur enthält, ist in Abb. 1
gezeigt. Damit lassen sich unterschiedliche Coulomb-
Systeme vergleichen (aus den jeweiligen Werten von m,
q, d und e folgen die aktuellen Skaleneinheiten aB bzw.
ER), und Resultate aus einem Fachgebiet lassen sich auf
andere übertragen. Im Grenzfall hoher Temperaturen,
c << 1 und G << 1, verhält sich ein CS wie ein klassisches
ideales Gas freier Ladungsträger. Auch der Limes ho-
her Dichten, c >> 1 und rs << 1 führt zu einem idealen
Gas, allerdings zu einem Quantengas aus einander
durchdringenden Teilchen. Beide Grenzfälle sind struk-
turlos und exakt lösbar. Die Bereiche 0 < G< 1 und
0 < rs < 1 sind die Domäne der Störungstheorie, die er-

Abb. 3:
Elektronen-Loch-Plasma in einem stark korrelierten zweidi-
mensionalen Halbleiter T = 10 K, rs = 4. Gelbe und blaue Kreise
stellen die Ausdehnung der Wellenfunktionen der Elektronen
bzw. Löcher dar. Deutlich zu erkennen sind neben freien
Ladungen auch gebundene Komplexe aus zwei (Exzitonen), drei
(Trionen) und vier (Biexzitonen) Teilchen sowie schwach
gebundene größere Cluster. [PIMC-Simulationen von V. S.
Filinov, in Zusammenarbeit mit W. Hoyer und S. W. Koch.]

Abb. 2:
„Blick“ in das Wasserstoff-Helium-Plasma im Jupiterzentrum, 
GG��cc��1 (die Linien zeigen die drei Raumrichtungen). Die
großen Punkte symbolisieren die Kerne (blau: Protonen, weiß:
aa-Teilchen). Die „Wolken“ kleiner Punkte stellen jeweils ein
einzelnes Elektron mit Spinprojektion +1/2 (rot) bzw. –1/2
(grün) dar, ihre Größe verdeutlicht die Ausdehnung der elek-
tronischen Wellenfunktion LL.

Abb. 4:
Plasmakonfiguration ähnlich der in Braunen Zwergen: die
Dichte ist so hoch, dass die Elektronen völlig entartet sind, d.h.
ihre Wellenfunktionen sich gegenseitig vollkommen durchdrin-
gen (grüne und rote Punktwolken). Die Ionen (Protonen) sind
noch klassisch, ihre Coulomb-Wechselwirkung ist aber so stark
(GGi > 175), dass sie ein Wigner-Gitter (blau) bilden.
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folgreich in Plasmaphysik bzw. Elektronentheorie der
Metalle angewandt wird. Wird jedoch die kinetische
Energie der Ladungsträger kleiner als ihre Wechselwir-
kungsenergie, d. h. G> 1 bzw. rs > 1, werden Elektronen
von den positiven Ladungsträgern „eingefangen“, es
kommt zur Bildung von Atomen, Molekülen und ma-
kroskopischen Stoffkomplexen (die erste Bedingung
verhindert, dass die gebundenen Elektronen zu schnell
werden, die zweite das Heraustunneln der Elektronen
aus dem Bindungszustand). In diesem „Fenster der
Coulomb-Korrelationen“ ist die gesamte nichttriviale
Materie angesiedelt: Flüssigkeiten, Festkörper, chemi-
sche und biologische Systeme. Dieser Bereich ist theo-
retisch besonders kompliziert (s. Infokasten I), sodass
traditionelle quantenstatistische Verfahren [1, 3] an ih-
re Grenzen stoßen. Seit kurzem sind wir aber in der
Lage, mithilfe von Pfadintegral-Monte-Carlo-Simula-
tionen (PIMC) rigorose Berechnungen durchzuführen,
die darüber hinaus zu sehr anschaulichen Resultaten
führen: Abb. 2 zeigt einen Schnappschuss vom Quan-
tenplasma im Zentrum des Jupiter (G�1): quantenme-
chanisch ausgedehnte Elektronen (zu erkennen an den

„Wolken“ kleiner Punkte, ihre Ausdehnung L ist hier
von derselben Größenordnung wie der mittlere Teil-
chenabstand r�, d. h. ce �1), sowie klassische Ionen
(dargestellt durch blaue und weiße Punkte; wegen ih-
rer großen Masse ist ci << 1). Ein Teil der Elektronen ist
nah an einem Ion lokalisiert, d. h. bildet ein Atom oder
Molekül [6], vgl. auch Abb. i. Diese Simulationen las-
sen sich direkt auf andere CS übertragen. Abbildung 3
zeigt als Beispiel einen angeregten Halbleiter mit rs �4;
quantenmechanisch ausgedehnte Elektronen und
Löcher sind durch gelbe bzw. blaue Kreise dargestellt
(aufgrund der ähnlichen Massen sind beide entartet).

Besonders interessante Coulomb-Strukturen ergeben
sich im Grenzfall sehr starker Korrelationen, d. h. G >>
1 bzw. rs >> 1: die Ladungsträger bilden einen Kristall,
wie er bereits 1934 von E. Wigner vorhergesagt wurde.
Wigner-Kristalle sind inzwischen experimentell beob-
achtet worden: Elektronenkristalle auf kalten Helium-
tropfen und in Halbleiter-Heterostrukturen im starken
Magnetfeld, Ionenkristalle in staubigen Plasmen oder
bei Temperaturen im Millikelvin-Bereich in Speicher-
ringen oder elektromagnetischen Fallen (vgl. A. Melzer

Der Hamilton-Operator (2) bestimmt
alle Eigenschaften von CS. Wir be-
trachten als repräsentatives Beispiel
den Mittelwert der Energie 〈H

∧
〉 , wobei

wir zur Vereinfachung Uext = 0 anneh-
men.

Ausgangspunkt für Gleichgewichts-
Theorien (z. B. bei vorgegebener Zahl
N identischer Teilchen, Temperatur T
und Volumen V) ist der N-Teilchen-
Dichteoperator, r∧ GG

1...N = e–H
∧

/kBT.#) 

In einem idealen System (G = rs = Uc
= 0) sind alle Teilchen unabhängig
voneinander und daher r∧ id

1...N = �N
i = 1F

∧

i. 
Die Energie folgt daher allein aus dem
1-Teilchen-Dichteoperator F

∧

1: 
†)

wobei fid
GG die Verteilungsfunktion

(Maxwell-, Fermi- oder Bose-Vertei-
lung) ist und Tr die Spur bezeichnet.
Die Coulomb-Wechselwirkung Uc führt
zu einem nichtidealen System (G, rs >
0), in dem die einzelnen Teilchen nicht
mehr unabhängig, sondern korreliert
sind, und es folgt 〈H

∧
〉 = 〈H

∧
〉 id+〈U

∧

c〉 . Uc
zerstört die Faktorisierung von r∧ 1...N
und modifiziert die Verteilungsfunkti-
on, fGG ≠ fid

GG. Die Berechnung von 〈U
∧

c〉
ist ein zentrales Problem jeder Theorie.

1. Quantenstatistische Theorien ha-
ben analytische Resultate für 〈U

∧

c〉 zum
Ziel. 1.A. Störungstheorien, wie etwa
Dichteoperator-Theorien, [1, 2], benut-
zen Entwicklungen im Kopplungspara-
meter G bzw. rs. Die gegenseitige Beein-
flussung der Teilchen wird durch den 
Paar-Dichteoperator F

∧

12 erfasst: 〈U
∧

c〉 =
Np � TrU

∧

c12F
∧

12 = Np�dr� (e1e2/4pe r)g12(r),
wobei die Wechselwirkungsenergie zwi-
schen Teilchen 1 und 2 mit der Zahl al-
ler Paare Np = N(N–1)/2 multipliziert
wird und r ≡ �r�1–r�2�. Im Gleichgewicht
reduziert sich F

∧

12 auf die Paarverteilung
g12(r) – die Wahrscheinlichkeit, zwei

Teilchen im Abstand r zu finden [für
ein ideales System ist gid(r) ≡ 1], vgl.
Abb. i.

1.B. Diagrammatische Methoden
summieren unendliche Reihen ausge-
wählter Wechselwirkungsbeiträge auf ∗ ).
Hierzu zählen Flüssigkeitstheorien und
die Methode der Greenschen Funktion
(GF). Letztere ist besonders leistungs-
stark und anschaulich: Die Coulomb-
Wechselwirkung wird vom „Stand-
punkt“ eines einzelnen Teilchens be-
trachtet. Wenn es sich durch die
„Wolke“ anderer Ladungen bewegt,
wird seine Energie modifiziert. In Ana-
logie zum Absorptionsspektrum von
Atomen betrachtet man hier die so ge-
nannte „Spektralfunktion“ A(p,E). So
wie ein isoliertes Atom durch scharfe
Spektrallinien charakterisiert wird, hat
A für ein ideales System einen scharfen
Peak, Aid(p,E) = 2pd(E–p2/2m), bei
Eid(p) = p2/2m. Wechselwirkungen hin-
gegen verbreitern und verschieben die
Spektrallinien, wie in Abb. ii gezeigt.
Schließlich lassen sich alle 1-Teilchen-

Eigenschaften – statistische (f) und
spektrale (A) – sehr vorteilhaft in einer
verallgemeinerten Verteilungsfunktion,
der Greenschen Funktion (GF) verei-
nen, g<(p,E) = f(p)A(p,E) [1, 3], insbe-
sondere ergibt sich 

Bei starken Elektronen-Korrelationen,
G � 1 bzw. rs � 1, bzw. wenn Wechsel-
wirkungen zwischen drei und mehr
Teilchen relevant werden, stoßen quan-
tenstatistische Verfahren an ihre Gren-
zen.

2. Simulations-Verfahren, insbeson-
dere Molekulardynamik (MD) und
Pfadintegral-Monte-Carlo (PIMC), ver-
meiden Approximationen bezüglich der
Coulomb-Wechselwirkung und sind da-
her auch für große G bzw. rs geeignet.
Stattdessen wird ein kleines aber reprä-
sentatives Abbild des Gesamtsystems
(in der Regel Nsim � 100 Teilchen) „ex-
akt“ behandelt. Während mit MD Nsim
gekoppelte Newtonsche Bewegungs-
gleichungen gelöst werden (daher nur
für klassische Systeme streng anwend-
bar), wird bei PIMC der Nsim-Teilchen-
Dichteoperator bestimmt. Durch eine
simple Identität wird der (unbekannte)
Operator des stark korrelierten Sys-
tems durch den (bekannten) Ausdruck
desselben Systems bei einer M-fach
höheren Temperatur ersetzt: e–H

∧

/kBT =
[e–H

∧

/kBMT]M, wobei M so groß gewählt
wird, dass für den Ausdruck in der
Klammer G << 1 erreicht wird. Diese auf
R. Feynman zurückgehende Idee er-
weist sich als außerordentlich perspek-
tivreich für stark korrelierte CS in
dichten Quantenplasmen, Halbleitern,
Nanostrukturen u.a. Numerische Re-
sultate sind in Abb. 2, 3, 4 und 8 ge-
zeigt.
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Abb. i:
Paarverteilungsfunktionen in dichtem
Wasserstoff (Bedingungen wie in Abb. 2).
Attraktive Wechselwirkung führt zu einer
Überhöhung bei kleinen Abständen, Repul-
sion zu Teilchen-Verdrängung im Vergleich
zum idealen System. Die Peaks der Proton-
Proton- und der Elektron-Elektron-Funktion
bei r ��1,4 aB resultieren von H2-Mole-
külen her [Resultat von PIMC-Simulatio-
nen].

Theorie korrelierter Coulomb-Systeme, I. Gleichgewicht (GG)

#) Im Falle von Bosonen
(Fermionen) muss r

∧

noch (anti-)symmetrisiert
werden, r

∧

1...N → r
∧

1...N|(a)s.

†) F
∧

1 beschreibt die
Wahrscheinlichkeit von
1-Teilchenzuständen, wie
etwa die Häufigkeit ver-
schiedener Impulse p
oder Energien E(p) =
p2/2m. Analog charakte-
risieren F

∧

12 und r
∧

1...N die
Wahrscheinlichkeit ver-
schiedener Quantenzu-
stände von Teilchenpaa-
ren bzw. des Gesamtsys-
tems. F

∧

1, F
∧

12, ...,r
∧

1...N etc.
sind auf 1 normiert.

∗ ) Der Vollständigkeit
halber seien auch Varia-
tionsverfahren wie Har-
tree-Fock oder Dichte-
funktionaltheorie ge-
nannt, die Lösungen
innerhalb bestimmter
Funktionen-Klassen su-
chen.
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in Physik Journal, Mai 2002, S. 21). Die Kristallisati-
ons-Parameter  betragen Gcr �175 und rs

cr �160 bzw. in
zweidimensionalen Strukturen Gcr

2D �137 und rcr
s2D �37.

Und schließlich vermutet man Wigner-Kristalle auch
im Kosmos – in Braunen Zwergen, die eine ca. 104-mal
größere Dichte als irdische Festkörper haben, bei der
die Elektronen stark entartet und schwach korreliert
(ce >> 1, rse << 1), die Ionen hingegen stark korreliert und
nahezu klassisch (Gi > 175, ci < 1) sind. Tatsächlich be-
stätigen unsere PIMC-Simulationen, dass die Ionen ein
Wigner-Gitter bilden, welches eingebettet ist in einen
„See“ delokalisierter Elektronen [4], vgl. Abb. 4.

Nichtgleichgewichtseigenschaften 
von Coulomb-Systemen
Das Interesse an Coulomb-Strukturen ist (neben der

Grundlagenforschung) durch vielfältige Anwendungen
motiviert, bei denen das System durch externe elektro-
magnetische Felder aus dem Gleichgewicht gebracht
wird, wie etwa der Stromfluss bei Anlegen eines elektri-
schen Feldes oder die Absorption von Laserstrahlung.
Diese Eigenschaften sind natürlich sehr sensitiv vom
Zustand des CS abhängig, vor allem von der Stärke der
Coulomb-Korrelationen, von Quanteneffekten und der
Existenz von Bindungszuständen.3) Umgekehrt können
die benutzten elektrischen Felder selbst den Zustand

des CS verändern, und diese Ände-
rungen können sich außerordent-
lich rasch vollziehen, begleitet von
einer Vielzahl von Relaxationspro-
zessen, bis das System schließlich
einen neuen stationären Zustand
erreicht.

Die sich hierbei vollziehenden
Phänomene sind außerordentlich
komplex. Wir können uns daher
nur auf ein Beispiel konzentrieren,
das in letzter Zeit, insbesondere
durch den Einsatz von Kurzpulsla-
sern, immer bedeutsamer wird: ul-
traschnelle Prozesse, die sich sofort
nach bzw. während der Anregung
im CS vollziehen. Dabei besitzen
die Ladungsträger zu Beginn zum
Teil hohe kinetische Energie, sie
sind fern vom Gleichgewicht, und
selbst ihre Wechselwirkung ändert
sich.4) Ähnliche Prozesse gewinnen
auch in der Nanotechnologie zu-
nehmend an Bedeutung, in dem
Maße, wie die an Schaltkreise
angelegten Wechselspannungen
immer kürzere Periodendauern
(Schaltzeiten) erreichen. Der sich
bei Anregung durch elektrische Fel-
der vollziehende Aufbau von Kor-
relationen bzw. der dynamischen
Abschirmung wurde bereits 1928
von Debye und Falkenhagen für
Ionen in einer elektrolytischen Lö-
sung untersucht. Das analoge Phä-
nomen wurde kürzlich auch für
laserpulserzeugte Elektronen in ei-
nem Halbleiter [5, 2] im Femto-
sekundenbereich eindrucksvoll ex-
perimentell verifiziert [6]. Interes-
santerweise gibt es in allen CS eine
universelle Zeitskale tcor, innerhalb
derer die Wechselwirkung ihre sta-
tionäre Form erreicht: tcor �2p/vpl,
wobei vpl = √◊◊◊◊◊ne2/e◊◊m die Plasmafre-
quenz ist. Dabei variiert tcor sehr
stark: von einigen Millisekunden 
in klassischen ionischen Lösungen
über Picosekunden in Halbleiter-
Bauelementen bis zu weniger als
einer Femtosekunde im dichten
Quantenplasma des Jupiter.

Diese Kurzzeitprozesse in Quan-
ten-CS lassen sich mit herkömmli-

Ziel von NGG-Theorien korrelierter
CS ist die Beschreibung zeitabhängiger
Prozesse, die das System, während und
nach Anregung durch eine externe
Störung Uext (z. B. einen kurzen Laser-
puls), wieder ins Gleichgewicht brin-
gen. Wesentliche Anforderungen sind
dabei: (i) Reproduktion der GG-Eigen-
schaften des korrelierten Systems, ins-
besondere dessen nichtidealer Vertei-
lung fGG und Energie 〈H

∧
〉 , vgl. Infokas-

ten I., (ii) korrekte Erhaltungssätze
während der Relaxation, insbesondere
für die Energie, 

(iii) korrekte Beschreibung schneller
Prozesse∗ ). Ausgangspunkt für zeit-
abhängige Verallgemeinerungen der
unter I. genannten Theorien ist die
Evolutionsgleichung für den (jetzt zeit-
abhängigen) Dichteoperator, die aus
der Schrödinger-Gleichung folgt: 

1.A. Dichteoperator-Theorien un-
tersuchen die gekoppelte Zeitentwick-
lung des 1-Teilchen- und Paaropera-
tors, F

∧

1(t), F
∧

12(t) ausgehend vom An-
fangszustand F

∧

1(0), F
∧

12(0)†). In den
letzten Jahren gab es beachtliche theo-
retische und numerische Fortschritte,
insbesondere in der Halbleiteroptik,
ein Überblick ist in [2] zu finden.

1.B. Nichtgleichgewichts-Green-
Funktionen: Die Idee der GF lässt sich
erfolgreich auf das Nichtgleichgewicht
ausdehnen#), in dem eine zeitabhängi-
ge Funktion g<(p,E,t) betrachtet wird.

Damit gelingt es, auch die Evolution
des 1-Teilchen-Spektrums A(p,E,t)
selbstkonsistent mitzuberechnen, wie
in Abb. 6 an der Funktion g<(p,t1,t2)
gezeigt. Diese zweizeitige Funktion
folgt durch Fourier-Transformation
bezüglich E und Variablentransforma-
tion: g<(p,E,t) → �dEeiEt/� g<(p,E,t) =
g̃<(p,t,t) → g<(p,t1,t2), mit der Definition
t1,2 ≡ t � t/2. Die Bewegungsgleichun-
gen für g<(p,t1,t2) – die Kadanoff-
Baym-Gleichungen [1, 2, 7] – sind sehr
gut geeignet für die theoretische und
numerische Behandlung der Dynamik
korrelierter entarteter CS. Durch ihre
kürzliche Verallgemeinerung auf belie-
bige Anfangskorrelationen [8, 7] sind
sie auch auf Femtosekundenprozesse
anwendbar.

Die aus 1.A und B gewonnenen
quantenkinetischen Gleichungen sind
äquivalent und können entweder di-
rekt gelöst werden, vgl. Abb. 5, 6, oder
als Ausgangspunkt für systematische
Näherungen benutzt werden [2, 5, 7].

∗ ) Diese Punkte sind offensichtlich aber sehr an-
spruchsvoll. Z. B. verletzt Boltzmanns berühmte ki-
netische Gleichung die Forderungen (i)-(iii): ihre
GG-Lösung ist die ideale Verteilung f id

GG(p), sie erhält
nur die kinetische Energie und ist ungeeignet für
das Anfangsstadium der Relaxation [2].

†) Bemerkenswerte frühe Arbeiten für korrelierte
Plasmen haben u. a. Prigogine, Zwanzig, Klimonto-
vich, Silin, Balescu und Lenard geleistet.

#) Ausgehend von der Quantenfeldtheorie lässt sich
eine sehr allgemeine relativistisch kovariante Theo-
rie ableiten, zu deren Pionieren insbesondere Martin,
Schwinger, Keldysh, sowie Baym, Kadanoff und Du-
Bois zählen [1–3, 5].

i
t

t H tN N� � �

∂
∂

− =� � , � .r r1 1 0� � � �

d
dt

H U
d
dt

K
d
dt

U� � � � ,− = + ≡ext c 0

Theorie korrelierter Coulomb-Systeme, II. Nichtgleichgewicht (NGG)

Abb. ii:
Energiespektrum für einen fixierten
Impuls. Links – als Funktion der Relativ-
zeit (Abstand von der Zeitdiagonale),
rechts – als Funktion der Energie (E = ��vv).
Die Wechselwirkung der Elektronen führt

zur Dämpfung der Spektralfunktion (rote
Kurve links) bzw. zu einer Verbreiterung
und Verschiebung des Peaks (rechts). Blau
– Grenzfall idealer Elektronen. [Lösung
der Kadanoff-Baym-Gleichungen für Elek-
tronen in dichtem Wasserstoff.]

3) Daneben spielen auch
kollektive Prozesse wie
dynamische Abschir-
mung, Plasmaschwin-
gungen und -instabilitä-
ten eine wichtige Rolle,
die allerdings über den
Rahmen dieses Artikels
hinaus gehen. Einen
Überblick gibt Kapitel 5
von Ref. [2].

4) Die Coulomb-Kraft (1)
zwischen zwei Ladungen
wird bei Anwesenheit
weiterer Ladungen modi-
fiziert, „abgeschirmt“ [2].
Bei schnellen Prozessen
durchläuft auch die Ab-
schirmung eine rapide
Entwicklung.
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chen Theorien, wie etwa der Boltzmannschen kineti-
schen Gleichung, nicht beschreiben. Trotz ihrer großen
Erfolge versagt sie nicht nur bei kurzen Zeiten, son-
dern liefert auch nicht die korrekten Erhaltungssätze
und asymptotischen Zustände eines korrelierten Sys-
tems. Daher wurden in den letzten Jahren umfangrei-
che Anstrengungen unternommen – besonders voran-
getrieben von den Gruppen von H. Haug (Frankfurt)
bzw. D. Kremp (Rostock) – verallgemeinerte quanten-
kinetische Gleichungen (QKG) abzuleiten und nume-
risch zu lösen, s. Infokasten II und Ref. [2, 5, 7]. Ab-
bildung 5 demonstriert, dass mit diesen Gleichungen
tatsächlich Erhaltung der Gesamtenergie 〈H

∧
〉 (kineti-

sche plus potentielle) erreicht wird. Gleichzeitig er-
möglichen sie Einblicke in das Kurzzeitverhalten:
potentielle Energie (negativ, aufgrund der Coulomb-
Wechselwirkung) wird aufgebaut (Abb. 5, oben),
zwangsläufig wächst die kinetische Energie, bis nach
der Zeit t�tcor eine Sättigung erreicht ist. Gelingt es
andererseits, die Ladungsträger stark korreliert anzu-
regen, ist es umgekehrt möglich, das System rapide
abzukühlen, vgl. unteres Bild von Abb. 5 [2, 8, 7].

Schließlich gestatten es die QKG auch, eine funda-
mentale Eigenschaft eines Vielteilchensystems – das
Energiespektrum A(p, E) und dessen Zeitentwicklung –
selbstkonsistent zu berechnen. Während ein ideales
System (G = rs = 0) durch scharfe Energien bei fixiertem
Impuls p gekennzeichnet ist, (blaue Kurven in Abb. ii),
führen Korrelationen zu einem Ausschmieren, verbun-
den mit einer Verschiebung der Peaks, (rote Kurven
rechts). Dieses Spektrum enthält die komplette Infor-
mation über das Gesamtsystem. Anwendungen dieser
Theorie auf Kurzzeitprozesse bei der optischen Anre-
gung eines Halbleiters zeigt Abb. 6 (Lösung der Inter-
band-Kadanoff-Baym-Gleichungen). Durch Absorption
von Photonen werden Elektronen aus dem Valenzband
ins Leitungsband „gehoben“ (die Abbildung zeigt nur
Elektronen mit fixiertem Impuls p0 = 0), die Änderung
ihrer Zahl ist entlang der Zeitdiagonalen (t1 = t2 = t) ab-
lesbar. Die Oszillationen senkrecht zur Diagonalen zei-
gen das momentane Energiespektrum dieser Elektro-
nen, nur in den Zeitraum transformiert, wie in Abb. ii
erläutert. Die Einteilchenenergie der Elektronen E(p,t)

ist aus der Frequenz dieser Oszillationen ablesbar:
offenbar ist in beiden Bändern E(p0,t) ≠ Eid(p0) = p2

0/2m
= 0, was eine Folge der Coulomb-Wechselwirkung ist,
d. h. wir beobachten eine dynamische Verschiebung der
Energiebänder im Halbleiter, verbunden mit deren Ver-
breiterung (ablesbar an der Dämpfung der Oszillatio-
nen).

Mit diesen QKG ist die Grundlage der Quanten-
transport-Theorie korrelierter Vielteilchensysteme ge-
schaffen worden. Vielfältige Anwendungen, z. B. auf
kohärente Phänomene in Halbleitern [5, 2], Plasma-
schwingungen oder nichtlinearen Transport in Festkör-
pern und Plasmen in intensiven elektromagnetischen
Feldern [5, 7, 9, 10] haben ihre Leistungsfähigkeit be-
reits eindrucksvoll bestätigt.

Mesoskopische stark korrelierte 
Coulomb-Systeme
Wir wollen jetzt untersuchen, welche zusätzlichen

Phänomene in endlichen CS mit N < 100 Teilchen zu
erwarten sind. Das Interesse daran ist in den letzten
zwei Jahrzehnten stark gewachsen, seit es möglich ist,
derartige Systeme experimentell herzustellen – kleine
geladene Cluster aus Metallatomen, kolloidale oder

Abb. 5:
Kurzzeitrelaxation
der kinetischen
Energie entarteter
Elektronen in
einem Halbleiter.
Während des An-
fangsstadiums, 
t �� ttcor, ändern sich
kinetische (rot)
und potentielle
Energie (blau),
ihre Summe (grün)
bleibt aber kons-
tant. Im Bild oben
ist der Anfangszu-
stand unkorreliert,
unten überkorre-
liert.

Abb. 6:
Evolution der Elektronen-Green-Funktio-
nen in einem Halbleiter bei Anregung
durch einen 50 fs-Laserpuls mit Maxi-
mum bei t1 = t2 = 0. Die Bilder zeigen den
Imaginärteil von g<(t1,t2) im Valenzband
„v“ (links) und Leitungsband „c“
(rechts). Entlang der Zeitdiagonalen t1 =

t2 = t erkennt man die Entwicklung der
Dichte [Verteilung fv(p0,t) bzw. fc(p0,t)],
senkrecht dazu (entlang tt = t2–t1), die
Entwicklung des Energiespektrums Av
bzw. Ac für Elektronen mit dem Impuls 
p0 = 0.

Abb. 7:
Symmetrie und Phasendiagramm der
Kristalle aus 19 bzw. 20 Elektronen.
Links: unterschiedliche Kristallstruktur
(Jeder Punkt stellt ein Elektron dar, das
quantenmechanische Resultat ist in Abb.
8 gezeigt). Die äußeren/inneren Linien
im Bild rechts schließen die radial/voll-

ständig lokalisierte Kristallphase ein. Die
gepunktete diagonale Linie trennt den
klassischen (links) vom Quantenkristall.
Dichte n und Temperatur T sind so ska-
liert, dass sie mit den Coulomb-Kopp-
lungsparametern über n = rs

–1/2 und T =
1/GG verknüpft sind [11, 12].

+
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„staubige“ Plasmen, Ionen in Speicherringen oder klei-
ne Inseln aus Halbleitermaterial (Quantenpunkte). 
Das Reizvolle daran ist die Möglichkeit, auf kleinstem
Raum Strukturen mit vorgegebenen Eigenschaften zu
erzeugen – künstliche „Atome“, „Moleküle“ oder „Kris-
talle“.

Als ein anschauliches und repräsentatives Modell
wollen wir im Folgenden ein zweidimensionales Sys-
tem aus N Elektronen in einer kreisförmigen Falle
betrachten, das durch den Hamilton-Operator (2) mit
dem Potential Uext = �N

i = 1 mi v2
0 r2

i/2 beschrieben wird.
Die Coulomb-Abstoßung der Elektronen Uc wird durch
das Fallenpotential Uext kompensiert, das eine zum
Zentrum (r = 0) gerichtete Kraft auf jedes Elektron er-
zeugt und entweder durch externe elektrische Felder
oder durch interne Felder in einer Halbleiter-Hetero-
struktur (Quantenpunkt) hervorgerufen wird. Hätten
die Elektronen keine kinetische Energie [K = 0 in Glg.

(2)], würden sie sich dort befinden, wo sich alle Kräfte
gerade aufheben, wie in Abb. 7 links gezeigt: auf Scha-
len, deren Form im Wesentlichen dem Potential Uext

folgt. Das erinnert an die Schalenstruktur in Atomen
(Periodensystem) oder Kernen, und in der Tat gibt es
ganz analoge Auffüllsequenzen, Schalenabschlüsse und
außergewöhnlich stabile Konfigurationen – so genann-
te „magische“ Cluster – wie jener aus 19 Elektronen
(man beachte  die regelmäßige radiale Ausrichtung der
Elektronen), im Gegensatz zu N = 20, s. Abb. 7. Diese
hexagonalen Strukturen sind das mesoskopische Ana-
logon5) zum Wigner-Kristall, wie wir ihn bereits vorher
diskutiert hatten.

In Wirklichkeit ist natürlich immer K > 0, verbunden
mit endlichen Werten der Kopplungsparameter G und
rs. Variiert man nun die Temperatur und/oder die Dich-
te (durch Änderung von v0), ändern sich auch kineti-
sche Energie und Kopplungsparameter. Um auch
Quanteneffekte (endliche Ausdehnung der Elektronen)
und Austausch rigoros zu berücksichtigen, eignen sich
wiederum PIMC-Simulationen am besten. Damit
gelingt es – ausgehend von ersten Prinzipien (vgl. 
Infokasten I.) – das komplette Phasendiagramm meso-
skopischer Coulomb-Cluster zu konstruieren. Die Re-
sultate ergeben, dass  sogar zwei verschiedene Kristall-
phasen6) existieren [11]: die erste ist gekennzeichnet
durch vollständige Ordnung und Lokalisierung der
Elektronen. Wird die Temperatur über einen kritischen
Wert erhöht, geht der Kristall über in eine zweite, nur
partiell (radial) geordnete Phase: Elektronen bleiben
lokalisiert auf ihren Schalen, welche aber relativ zu
einander rotieren können. Bei weiterer Temperatur-

erhöhung verschwindet auch die radiale Ordnung, die
Elektronen haben ausreichend kinetische Energie, um
von einer Schale zur anderen zu springen – der Kristall
schmilzt.

Interessanterweise kann der Kristall auch durch
Vergrößerung des confinement (v0) zerstört werden,
und das selbst am absoluten Temperaturnullpunkt7):
Kompression vergrößert die Überlappung der elektro-
nischen Wellenfunktionen, bis sich die Elektronen der
selben Schale berühren, vgl. Abb. 8, Mitte, wodurch
Rotation der Schalen möglich wird. Weitere Kompres-
sion führt schließlich zu einer Überlappung der Elek-
tronen verschiedener Schalen (rechts) und ermöglicht
quantenmechanisches Tunneln von einer Schale zur
anderen – der Kristall schmilzt.

Schließlich gibt es noch eine weitere Eigenschaft der
mesoskopischen Wigner-Kristalle, die sie auch für An-
wendungen interessant macht: die Schmelzparameter
hängen sehr stark von der genauen Elektronenzahl ab.
Es gibt dramatische Unterschiede zwischen „magi-
schen“ (z. B. N = 19), und nicht-magischen (z. B. N =
20) Clustern, insbesondere für das Einsetzen des Rota-
tionsschmelzen, vgl. auch Abb. 7: Go

19 = 330, gegenüber
Go

20 = 3,4 �1011, bzw. im Quantenfall ro
s19 = 400 gegenüber

ro
s20 = 3,0 �1011 ! Das ermöglicht ein völlig neues

Schmelz-Szenario – ohne Änderung von Dichte und
Temperatur. Fixiert man z. B. den Kopplungsparameter
G (oder rs) sodass Go

19 < G << Go
20 gilt (siehe Kreuz in Abb.

7, rechts), lässt sich der Phasenübergang durch Hinzu-
fügen bzw. Entfernen eines einzigen Elektrons steuern
[12]: Der Cluster aus 19 Elektronen zeigt keine Rotati-
on der Schalen, wird nur ein Elektron hinzugefügt,
setzt Rotation ein. In der Tat wird diese Vorhersage
durch Molekulardynamik-Simulationen präzise be-
stätigt [12]. Derartige Effekte der Einzelektronen-Kon-
trolle kollektiver Bewegungen (und damit etwa der
Leitfähigkeit) sind durchaus für Nanotechnologie und
Quantencomputing interessant, zumal z. B. in Halblei-
ter-Heterostrukturen noch viel komplexeres Verhalten
realisiert werden kann. Zwar steht eine experimentelle
Realisierung mesoskopischer Wignerkristalle in Halb-
leitern noch aus, aber hier hilft ein „Sprung“ zu einem
ganz anderem CS: In staubigen Plasmen hat man seit
mehreren Jahren Wigner-Kristallisation gefunden (die
starke Kopplung G wird hier durch klassische hochauf-
geladene Teilchen mit e�10000 e0 bewirkt). In wunder-
schönen Experimenten gelang es inzwischen A. Melzer
und A. Piel, auch mesoskopische Staubkristalle zu un-
tersuchen, wobei genau die vorhergesagte N-Abhängig-
keit der Schalenrotation gefunden wurde.8)

Zusammenfassung und Ausblick
In diesem Artikel habe ich Phänomene in korrelier-

ten Quanten-CS diskutiert, die immer mehr an Bedeu-
tung gewinnen. Besonders interessant ist dabei die en-
ge Verwandtschaft von Coulomb-Systemen in den un-
terschiedlichsten Gebieten der Physik. Die Resultate
beruhen auf Computer„experimenten“, d. h. auf theore-
tischen und numerischen Methoden, die direkt auf den
Grundgleichungen der modernen Physik basieren und
aufgrund der rasanten Computerentwicklung besonders
perspektivreich sind: Pfadintegral-Monte-Carlo, Quan-
tenkinetik und klassische Molekulardynamik, s. Tabel-
le. Jedes dieser Verfahren besitzt Stärken, aber auch
Grenzen. Um mit Paul Martin zu sprechen [7]: „there
is no ‚silver bullet‘ or ‚magic potion‘ for treating all
systems“. Gerade Quanten-CS mit starken elektroni-

Abb. 8:
Aufenthaltswahrscheinlichkeit von 19 Elektronen in der x-y-Ebene im Wigner-Kristall
(links), im nur radial lokalisierten Kristall (Mitte) und in der „flüssigen“ Phase
(rechts). Die Wahrscheinlichkeit wächst von Null (rot) bis zum Maximum (pink). Von
links nach rechts erfolgt quantenmechanisches Schmelzen: durch Kompression wächst
die Überlappung der einzelnen Elektronen zuerst innerhalb (Mitte) und schließlich
zwischen den verschiedenen Schalen [11, 12].

5) Streng genommen,
sind Kristallisation,
Schmelzen oder Phasen
Phänomene, die in ma-
kroskopischen Systeme
auftreten, aber viele Ef-
fekte in den kleinen
Clustern sind völlig ana-
log, sodass man die selbe
Terminologie verwendet.

6) Als besonders sensitiv
auf den Phasenübergang
erweisen sich die mittle-
ren Fluktuationen des
Abstandes zweier Elek-
tronen: am Schmelz-
punkt wachsen sie
sprunghaft, was charak-
teristisch für die zuneh-
mende Delokalisierung
ist.

7) Hier handelt es sich
um ein Beispiel für ei-
nen Quanten-Phasen-
übergang, vgl. M. Vojta,
Physik Journal, März
2002.

8) Nähere Informationen
unter www.ieap.uni-
kiel.de/plasma/ag-piel
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schen Korrelationen und insbesondere ihr Kurzzeit-
verhalten sind von wachsendem Interesse. Von einer
strengen theoretischen und numerischen Behandlung,
d. h. von einer rigorosen Quantendynamik sind wir
derzeit jedoch noch weit entfernt, obwohl es eine Rei-
he sehr interessanter Konzepte gibt. Nach Überzeu-
gung des Autors liegt die Zukunft in der Weiterent-
wicklung und Zusammenführung aller oben genannten
Verfahren, wodurch die Stärken jeder einzelnen Me-
thode optimal zum Tragen kommen. Als besonders
aussichtsreich hat sich bereits die Wigner-Funktions-
Quanten-Molekulardynamik erwiesen [13].
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Tabelle 1: Vergleich der im Artikel benutzten Methoden hin-
sichtlich der Güte der Behandlung verschiedener Systemeigen-
schaften. Die Skala reicht von – (nur sehr eingeschränkt) bis
+++ (keine Begrenzung). PIMC = Pfadintegral-Monte-Carlo,
QKinetik = Quantenkinetik, MD = Molekulardynamik. 1) – für
Fermionen nur endliche Temperaturen, T > 0; 2) – nur ausge-
wählte starke Korrelationen (z. B. Leiterdiagramme); 3) –
Quantenpotentiale (Gleichgewicht) [10].

Methode Starke Kopplung Quanteneffekte Kurzzeiteffekte 

PIMC +++ ++1) – 

QKinetik +2) +++ +++ 

MD +++ +3) +++ 


